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高 等 代数 是 数学 专业 的 重要 基础 课 , 也 是 理工 科大 学 各 
专业 的 重要 教学 工具 课 。 初 学 时 ,往往 感到 内 容 抽象 ,做 题 困 
难 ,不 易 掌握 ,对 一 些 问题 不 能 进行 深入 的 探讨 。 本 书 力图 对 
高 等 代数 ,其 中 主要 是 线性 代数 的 基本 知识 进行 系统 .透彻 的 
分 析 ,将 知识 加 深 加 产 提高 一 步 。 并 且 用 大 量 的 例题 阐述 应 用 
基本 知识 解决 问题 的 方法 ,从 而 提高 读者 分 析 解 决 问 题 的 能 
力 。 : 二 
科学 技术 的 发 展 日 新 月 蜡 , 高 等 代数 的 知识 也 在 不 断 地 
更 新 。 本 书 试图 引进 一 些 新 成 果 和 新 方法 ， 以 利 开 阅 活路 思维 : 
培养 创造 力 。 

矩阵 的 知识 有 着 非常 广泛 的 应 用 , 且 与 线性 代数 有 着 非 . 
常 密 切 的 关系 。 本 书 增添 部 分 矩阵 的 基本 知识 。 例 如 正规 矩 
阵 、 答 阵 的 分 解 等 ,希望 培养 和 提高 读者 应 用 和 矩阵 的 方法 解决 
实际 问题 的 能 力 。 

掌握 知识 ,有 个 循序 渐进 和 反复 学 习 的 过 程 。 考虑 到 学 习 
的 方便 ,本 书 还 是 采用 了 原来 一 般 高 等 代数 的 知识 系统 ,与 北 
京 大 学 数学 力学 系 编 的 高 等 代数 课本 相 了 吻合 ,但 这 里 有 对 知 
识 的 综合 运用 。 学 习 线 性 代数 要 特别 注意 掌握 运用 :初等 变换 
与 初等 方 阵 的 方法 ;分 块 矩 阵 的 方法 ;线性 子 空间 的 方法 ;和 托 
阵 标准 形 的 方法 ; 同 构 转换 的 方法 等 。 

本 书 是 由 十 年 来 给 数学 系 学 生 授 课 的 讲义 整理 而 成 并 
注意 了 博 采 众 家 之 长 。 
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”本 书 可 作为 数学 专业 高 等 代数 后 继 课 的 教材 ;可 作为 数 
学 各 专业 考研 究 生 的 辅导 教材 ;也 可 作为 理工 科 各 专业 高 等 
代数 ,线性 代数 的 教学 和 科学 研究 的 参考 书 。 

本 书 的 出 版 得 到 了 李 师 正教 授 等 同事 的 大 力 支持 ， 历届 
众多 的 研究 生 对 本 书 的 出 版 给 予 了 不 少 帮助 ,这 里 表示 感谢 1 
水 平 所 限 ,不 当 之 处 ,在 所 难免 , 诚 妨 希望 阅读 者 提出 宝 
贵 的 意见 。 谢 谢 ! 
编著 者 
1994 年 6 月 于 出 东 师 范 大 学 
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第 一 章 “多 项 式 


多 项 式 是 代数 学 中 研究 的 最 基本 的 对 象 之 一 , 它 不 仅 在 
学 习 代数 及 其 它 数学 分 支 时 有 用 ,而 且 在 解决 实际 问题 时 ,也 
被 广泛 地 应 用 . 


一 数 域 P 上 的 一 元 多 项 页 式 环 PLX) 


1. 形式 定义 多 项 式 
f(z)=ar tar 十 … .十 az 十 al 
aEP, i=0,l,2,° Nn, J(r)EP[z) 


多 项 式 的 项 .系数 .次 数 ( 记 为 AJCz))) 以 及 多 项 式 的 相等 的 
概念 (参见 北京 大 学 《高 等 代数 ) 课 本 P4). 

由 抽象 代数 ， 我 们 知道 数 域 P 上 未 定 元 z 是 存在 的 . 从 
而 多 项 式 环 PLz) 亦 是 存在 的 . 

2. 多项式 的 运算 及 其 性 质 

(1) 多 项 式 加 法 (包括 减法 )、 乘 法 定义 . 

(2) 运 算 性 质 : 加 法 、 乘 法 满足 结合 律 .交换 律 ; 乘法 对 加 
法 满足 分 配 律 ;乘法 满足 消去 律 .。 

(3)P[zxj 关 于 多 项 式 的 加 法 、 乘 法 作成 一 个 有 单位 元 的 
可 换 环 . z | | 
PCx) 是 一 个 欧 氏 环 , 是 主 理想 环 ,是 唯一 分 解 环 ,是 
整 环 . : 

“1 


二 、 多 项 式 的 整除 性 


1. 带 余 除法 

对 于 f(x) ,g(x)€EP[x), 其 中 g(x) 关 0 时 ， 则 唯一 存在 
g(rz),r(T)EP[zJ, 使 得 f(x) 二 g(x)g(zx) 十 r(x), 其 中 C(x) 
二 0 或 g(r7(z)) 过 a(g(7)),; 称 glz) 为 商 式 ,r(xz) 为 余 式 . z 

例 1 一 个 多 项 式 f(x) 可 以 唯一 地 表示 成 男 一 个 多 项 
式 g(x),， (a(g(x)) 之 1) 的 多 项 式 

BR, fxr) <r rg” CT) rn Cre” CD 十 
+ri(r)pg(r)ro (x) (1) 
其 中 xz(z)EP[Lz]， r(x) 一 0 或 Qlr C2) aace)) 
1 一 0,1,2,……,72, 且 这 种 表示 法 是 唯一 的 ， 

证 明 ”人 先 证 存在 性 : 

由 带 余 除法 知 :存在 goCz),roCz)E PLz]， 使 得 

fx )=g(r) gr)+rolz) 2) 

ro(z) 一 0 或 3(roCz))<9Cg(Cz)) 
当 9(go(x)) 过 2(g (7z)) 时 ,结论 成 立 . 
当 9(qo(7z)) 宇 9(g (x)) 时 ,又 由 带 余 除 法 知 ， 
存在 qi(x) ,ri(z)EPL[zx) ,使 得 z 

go (TI)—=g rT) gq (rT) rr) z (3) 
这 里 x.(z) 二 0 或 dri(z)) 过 92g (Xz)) 此 时 ,在 9(g1(x)) 
二 ag (zx)), 则 将 (3) 代 入 (2) 得 : 

f(r)=gxr) te rg z+tri Cr))tro (zr) 

一 gg (rz)+7 (ZJgCZ) 十 ro(Z) 即 结论 成 立 ， 

- 敌 Ag (z+)) 宇 9Cg(x)), 再 用 g(x) 去 除 qi(Cz) 得 疝 式 
。D 。 


do(zr), 余 式 ra《(Z), 如 此 进行 下 去 可 得 :go (zx) 0] (xX) ,gq (xz), 
…:, 它 们 的 次 数 都 是 逐渐 降低 的 . 

由 f(z) 次 数 有 限 ， 故 这 种 除 的 过 程 经 有 限 步 又 后 即 可 得 
到 所 证 的 等 论 
” 设 男 有 (x)==Si(z)et(r) + Si (re (z+: 
十 SiCz)g(Cz) 十 SoCz) (4) 
其 中 S;C(x)==0 或 a(Si(z))<<ag (DD))，i=0,1,e 

(1) 一 (4) 并 移 项 得 
CCzJg ICz) 一 SCz)Eg ICz) 十 … 十 (CCz) 一 9 Ce) gz) 
一 So() 一 ro() 
比较 等 式 两 端 次 数 的 关系 得 :So(Cz) 一 roCz) 
rT) (TSize (CCz) 十 十 (rz) 
—S1(z)))=0 | 

rar) gr) Sz) gr) + (rx) 
—S,(r)) 

: g(xz)—S1(r)—r (zr) : 
同 理 可 得 S,(x) 二 r;(x) ,如 此 进行 下 去 可 得 
Ss (XT)=ro (rT) SarT)—r Ty / 
将 f(r) 二 x 十 2x; 一 3zx* 一 47 十 1 按 (TD 二 TX 十] 

的 方 磊 展开. 

解 ” (xz) 一 pg (rz) oe (Cr) tb Cr) tbsg (zr) + 


用 综合 除法 ， 。 信人 各 7 


e 已。 


1 0 一 4 4 一 203 
| 
1 一 上 | 一 3 一 2 
一 ] 
1 一 Do， 一 4 一 已 和 
f(T) 二 (Xx 十 1)' 一 2(z 十 1)3-3(Cx 十 1 十 4《x 十 1) 十 1 
2. 整除 的 定义 及 性 质 


定义 设 f(z),g(zx)E€ PL[zx), 若 存在 h(x)EPL[z)， 使 / 

f(z)=g(r)h(r), 称 g(x)|f (x) 

知 g(x) 整 除 f(z) 的 充 要 条 件 是 以 g(xz) 除 f(z) 所 得 余 
式 为 0. / : 
性 岳 (1)fCzr)|g(x)H g(z) | f(z) < > 存在 CEP, 
CC 天 0 时 ,使 f(z) 二 Cg(z) 

(2) (传递 性 ) 若 fCx)|g (Cr) ,gCr) 1hCr), 则 f (x) |hCz) 
(3) 铬 gC(z)|f(x) i=1,2, 则 gz) Cf (zr) tC7)) 
推广 :看 g(z)| Ce)，2 一 1 2 , 刚 


g(r) | Fu) fiz) » VY u(x) EPLzr) 
(4) 设 f(x) 二 g(x)g(r) hr)t(r), 厂 SCx) |g(r), 
SCrz) |hCr), 则 VY g(x) ,tCrYE PLzr], 均 有 SCx) fz) ， 


但 反之 ,不 一 年 成 立 . 
例 3 设 fo CT) fiz) ,f(T) EPLY), 


e 由。 


A) 


z "1 
(7°) fi ) a€P,aK0 

则 (xr—a)|f(r), i=0,1,°.,n—} z 
证 明 由 带 余 除 法 , f(x) 二 (zx 一 a)gq;(z) 十 xi， rEP 
A / 


1] n— 1 . n—1 
.。 2 (XT") X= 之 ， (x"—a)gi(x") x 十 rr 
nl1 


有 (x 一 a)| rr 


必 有 riz 一 0, 即 二 0， i—0,1,…,n—1 
因此 有 (xz 一) 1fi(z)，i=0,1,…* a 一 1 
例 4 设 f(x) 二 zx” 一 Xx”! 十 X12， g(X) 二 一 十 1， 
其 中 m,n,p 为 非 负 整数 , 则 g(x) yz) 的 充 要 条 作 生 m,， 
np 具有 相同 的 奇偶 性 . | 
证 明 二 二 ES 则 在 在 g(x) EP[z) 
使 f(x) 二 g(x)g(z) : 


g(z) 二 xz? 一 z 十 1 的 二 根 为 W, 一 下 


SR YY 
W,= 1— LY a: 日 Wi -1，V3= -1 th 
则 有 /CW 二 (一 1)” 一 (一 1 十 (一 1)27W71 一 0 
fFW)= DD" (1 W,+(—1)Wi= / 
二 式 相 加 得 :2 一 1)" 一 (一 1)**，1 十 (一 DD*( 一 1) 一 0 
(Wi 二 Ws==1]， Wi 十 Wz 二 一 1) 
即 有 2( 一 1)”=- (一 1)" 十 (一 1)2. 
当 za 为 奇数 时 , 则 n\P 必 为 奇数 ， 


当 zz 为 偶数 时 , 则 ”2 必 为 偶数 . 
一 = 一” 当 m,n,p 同 为 奇数 或 同 为 偶数 时 ， 则 g(7X) 的 根 
Wi,W; 亦 为 jz) 的 根 . 
故 有 Cx 一 WD)IfC), Cr—W) fr) 
“(Cr—W),(r—W,))=1 
。 (xr—Wi)(r—W,)=g(r) ， g(r) | fx) 
例 5 证 明 ;(x” 一 a”)(r 一 4”) < 一 >m|n， 
az0， m,n 为 自然 数 . : 
证 明 由 整数 的 带 余 除法 知 ,2 一 mg 十 ~， 7 一 0 或 
rm, : 
TA a "ar ra" ra" — aa 
—x (ra™) a" (x —a’) 
而 wa™ 一 (Xx")’— (a”)’ 
一 ra) 二 a 
代入 上 式 可 知 用 x”" 一 a” 除 x 一 a" 的 商 式 
为 XT) 
而 余 式 为 a™ (x’—a’) 
因此 (x”—a”)|(r’ a) >a" (ra) 0 
a 


三 .最 大 公 因 式 、 最 小 公 倍 式 


1. 最 大 公 因 式 的 定义 及 判别 条 件 
定义 ” f(z),g(x)EP[Lz), 若 存在 4(x)EPLx) ,使 
dz)|fr), dlr)|g(Cx), HY ti(X)E PLZ), 
若 有 tC(r) Tf Cr), tr) | g(r), 
. 6 . 


则 必 有 tCzx)1alzr), 称 d(x) 为 f(z) 与 g(r) 的 最 大 公 因 式 , 记 
为 (f(z) ,g(x))=d(x) 《 首 项 系数 为 1) 

判别 条 件 

(1) 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 (4) 若是 fr) 与 g(x) 的 最 
大 公 因 式 寺 ->d(zx) 是 f(x) 与 gz) 的 公园 式 中 的 次 数 最 高 
者 , 且 d(xz) 的 首 项 系数 为 1. 

(请 读者 自 证 ) 

(2) Cf (x) ,g(r))= 4(x) < 一 >4d(zx) 为 形 如 

f(z)p(r) 二 g(r)jy(r) 二 d(x) 的 多 项 式 中 次 数 最 低 老 上 且 

首 项 系数 为 1]。 gpkzx),y(z) 可 为 PCxj 中 任意 多 项 式 . 

证 明 = 二 > 着 (f(x),g(7))=d(z), 则 存在 p(x) ,p(x) 
EP[zxj, 合 f(x)p(rx) 二 gly(r) 一 d(x)， 寿 还 有 
fr Cr) ter pr)=r(r), Nr Cx) TAA)) 
但 由 cz) dz)igGz), 知 CCz)lrCz) 政司 . 

一 二 一 Q(x) 是 形 如 1 zZz)9CZ) 十 gCZ)0Cz) 一 az) 中 次 效 
最 低 者 ,我 们 证 明 d(x)1f(z) / 
否则 有 f(x)=d(zx)g(x)+r(z). 
rtr)A0, gr (7x)) od (zr)) 
则 fx)—~ad(rx)g(r)=r(r) 

fC —Cf pr te ry rr) g(r) =—r(z) 

即 fr)C~—p Cr gte Cpr) gr) =r(z) 
这 与 假设 矛盾 , 故 d(x)1f (zx). 
同 理 d(x)|g(x), 且 d(x) 能 被 f(x) 与 g(x) 的 其 他 公 因 子 
整除 ,所 以 (f(r) ,g(r)) 二 d(x). 


7 。 


2. 最 大 公 因 式 的 性 质 | | 
(DY f(r) ,g(r) EPLzD, 则 存在 (x), v(T)E PLz), 
使 f(r)ulr)+eCr)v (r= (fr), g(r)) 
这 样 的 kx(z)yuCz) 不 是 唯一 存在 的 . 
这 是 因为 , 若 令 (7) 二 wu(Z) 十 g(xz)t(z) 
v1(T) 二 v(X) 一 f(x)t(x), 而 Y 1(7)E PLzr), 均 有 
f(r)u rte (ror) = (fr) ,gC7)) 
(2) 设 f(z) 二 g(xr)q(r) 十 r(x)， 则 
(fx) gr))—= g(r) ,rr)) 
(WF gr = fr t+), Fr) — g(x)) 
(4)CF CTRCrT) ,gCT)h(rT)) = (fx) ,g(x h(x) 
(5) 0 (zx) ,pT)) fo) ,par)) 
(fi Cr fr fi Cr) ga rT) flr) g(r), 
gi(T) go (Tr)) / 
(6) (i (z) ,f(z), f(r))= (Cf Cr), fel)), fy(x)) 
CICF Cr) gr = fr) a (xX)) 
(以 上 上 请 读者 自 证 ) 
3. 互 索 多 项 式 
定义 及 判别 条 件 
定义 若 (f (xz),g(7z)) 二 1, 称 f(x) 与 g(x7) 互 巡 ,… 
”判别 条 件 (f(z) ,g(x))=1< 寺 > 存在 u(x) ,v(x)E€ 
P[Lxj, 使 Fz)z(Cz) 二 grCz)oCz) 一 1 
“ 性质， (1) 若 CCz) ,hCGx))==1， (CCz) ,RC(7))=1 
o> (fe) hr)) =1 
(2) 若 (jf CregCr))=1, 则 (fr (x) ,gg” (rx))=1, 
(f(x") ,g(r"))=1 
. 8 由 


《3) Cf (7x) ,8(7))=1<> (f(r)g Cr), fr) rr)) 
一 1( 提 示 :(f,f 十 g) 二 1,(g,f 十 g) 二 1, 然 后 用 (1)) 

(4) 寿 Jcz)lgGz)pnz) 且 (zygrGz)) 一 1， 

则 f Cx) h(x) : 

(5) 大 fr) Nelr) RC) le(r) ,Hf(r) ,hr))=1 
WW fCr)h Cr) Ng lr) | 

注意 ;C4),(5) 中 ,条 件 (f (x),g(lx)) 二 1 缺 了 不 行 

4. 最 小 公 倍 式 

定义 设 f(z) "ET)E PLY), 若 存在 ME PLr), 
使 f(r)|m(r),gCr) lm(z), 且 mlx) 能 整除 f(x) 与 g(x) 
的 任 一 公 倍 式 , 称 ma(Cz) 为 jz) 与 gCz) 的 最 小 公 倍 式 , 记 为 
CFCr) ,gC7)7 一 m(z),[fCr),g(z)) 的 首 项 系数 为 1, 首 项 系 
数 为 1 的 mCz) 是 f(x) 与 g(x) 的 最 小 公 倍 式 当 且 仅 当 mx) 
是 f(z) 与 g(x) 的 公 倍 式 中 次 数 最 低 者 . 

性 质 ” (1) 三 (fx),g 7))=d(7r), 
fr)=a(r)f (lr), g(r)=d(r)g(r), 
则 Cf (Cx) ,g(r))=ad(r) fi (re (zr). 

证 明 fCzr)ladCz)fi(r) g(r), 
~ g(x) ldCr) f(r) pg (zx) z 
车 有 SCz) 使 fz)1SCx)，gCz)1SCr)， 则 4dCz)1SCx),- 
/ S(T)=4(T)S1(7), 有 fir Si(r)， g(x)|Si(z), 由 

(fi(x) ,g(r))=1, ,得 fiCr) pC) NSC) 

有 dC) f(r) pg Cx) FACIRAESIES 

Cf (rx),g (TI=d(r fi (ra(r) 

(2) (Cf (x) "& (TILI(Z) ,F(T) = fr gC), 好 有 

。9。 


， fTECT) 
Cf Cr) EC 一 《天 站 CT 


(3) 若 f(r) {mr) ,er) Nm(z). 

nm (x) ,DO ] 
flr)’ g(x) 
(4)CJGz)gCz)]RGZ) 一 [LCZ)RCr) A 


(h(x) 首 项 系数 为 1) 


四 、 因 式 分 解 


1. 不 可 约 多 项 式 的 定义 及 性 质 

定义 bz)EPIzl:aCpCx)) 之 1.p(x) 不 能 表 成 已 Cz] 
中 两 个 次 数 比 p(x)) 做 的 多 项 式 的 汇 积 , 称 p(xr) 在 上 不 
可 约 ， 

性 质 〈1) 数 域 已 上 不 可 约 多 项 式 p(x) 写 Po 中 任意 
多 项 式 ftx) 的 关系 是 :或 者 (p(xz)， f(x)) 一 1, 或 者 

PCT) 了 OX). 尺 之 , 亦 然 . 

(2) 讽 p(x) 为 数 域 P 上 的 不 可 约 多 项 式 ; 则 VY f(x)， 

g(r)EP[LrJ, 由 plrx)|f(x)glx) 可 推 得 pCx)|f Cz) 或 

plr)|g(r). 


(证 略 ) 


则 “CCz)， g(r))=m(r) < > ( 


推广 ;p(x) Ee) ; 则 p(x) 至 少 整 除 某 个 访 Cz)， 
2. 因 式 分 解 及 唯一 性 定理 
(1) 数 域 P 上 每 个 次 数 大 于 1 的 多 项 式 f(x), 都 可 以 叭 
一 地 分 解 为 P 上 不 可 约 多 项 式 的 乘积 
f(r)= epi (XT) px) pr lr) 
”此 定理 在 理论 上 是 重要 的 ,但 并 没有 给 出 具体 分 解 方 法 . 实际 
上 将 一 个 具体 多 项 式 分 解 成 不 可 约 多 项 式 之 池 积 是 比较 思 
“10 z 


难 的 . 

《2) 几 种 数 域 上 多 项 式 的 因 式 分 解 . | z 

(复数 域 C 上 的 不 可 约 多 项 式 只 有 一 次 的 ,因此 次 数 大 
于 或 等 于 1 的 复 系数 多 项 式 都 能 分 解 为 一 次 因 式 之 积 . 

四 实数 域 R 上 的 不 可 约 多 项 式 只 有 一 次 的 及 有 一 对 共 
继 虚 根 的 二 次 三 项 式 ;x 十 pz 十 g, (pr 一 4g 过 0), 因 此 实 系 数 
多 项 式 都 能 分 解 成 一 次 因 式 和 二 次 不 可 约 多 项 式 之 积 ， 

@@ 有 理 数 域 Q 上 不 可 约 多 项 式 可 以 是 任意 次 的 . 

例如 f(x) 一 7" 十 2， 4 可 为 任意 自然 数 

xr" 十 2 在 Q@ 上 不 可 约 . : 

”区 森 斯 坦 因 (Eisenstein) 判 别 法 是 用 来 判别 整 系数 多 项 

式 在 有 理 数 域 上 不 可 约 的 充分 条 件 ,但 不 是 必要 条 件 . 


多 项 式 的 根 ,n 次 单位 根 


1. 从 函数 的 观点 来 说 多 项 式 一 一 和 多项式 函数 

(1)a 是 f(z) 的 根 二 =>f(a) 一 0 过 (xr-a)|f(x),. 

(2)PFz 中 了 次 和 多项式 f(x)(n 宇 0), 在 P 中 全 多 有 7 个 
根 ( 重 根 按 重 数 计算 ). / 

(3) 两 个 多 项 式 函 数 相等 当 且 仅 当 它们 的 形式 相同 ,这 是 
待定 系数 法 的 理论 根据 . 

(4) 根 与 系数 之 间 的 关系 一 一 韦 达 定理 . 

f(z) 二 aor" 十 QayX” 十 十 CC 1 人 十 Ga， 


一 ao(z 一 on) 《Z 一 az) (一 Qu ) 


1 。 


U1 
二 十 … 十 a 二 一 


0 
| a， 
qa as 十 410 一 一 
” : 0 


各 省 和 生生 二 直下 


(5) 拉 格 关 日 (Lagrange) 持 值 公 式 . 

给 定数 域 P 上 ”十 1 个 不 同 的 数 w ,az，…a+ 以 及 任意 
1 十 1 个 数 六, 入 ,DEEP, 至 多 存在 一 个 多 项 式 f(x) ,使 
fla)=6b, i=1,2,"" ,n+l : / 
f(z)= > 人 eo- es 

” “2. 方程 的 变换 : 

设 f(z) 二 awr" 十 aw-1X 十 十 qiX 十 ao 的 根 为 Te 

《了 DD 根 负 变 换 ， 以 一 Zz ,一 Xo，… ,一 ,为 根 的 多 项 式 为 
mony 一 Ci 1 十 … CD ‘aiy 十 … : 

二 (一 1)” aiy 十 (一 1)"a。 

(2) 根 乘 数 变换 :以 天 Ti 天 Za ,天 7 为 根 的 多 项 式 为 
gy) =any" 二 Ka y+ + Ka y+ K"ao 

(3) 根 减 数 变 换 : 以 zi 一 c ,zs 一 c，… ,Xs 一 c 为 根 的 多 项 式 
是 gsCy) = 二 by 十 bo_1y 十 … 十 biy 十 bo 

这 里 5,6-1,… ,1,bo 是 将 f(x) 表 成 x 一 c 的 多 项 式 的 
系数 , 即 

f(r)=6, xr—ce)"tb | 十 … -二 十 bo 


* jj. / 


sy (9) =aoy"+ay tTanyta, 

3. 重 因 式 

定义 ”不 可 约 多 项 式 p(x) 称 为 多 项 式 f(x) 的 & 重 因 
式 ,如果 p(x)|f(z), 而 p11(x)f(z). 


性 质 ” (1) 多项式 f(x) 无 重 因 式 寺 > (f(z) ,万 (z)) 一 1. 


fl (x) / 
(TF PO 与 f(x) 有 相同 的 不 可 约 单 因子 . 


注意 :AP (z) 的 不 可 约 因子 ,不 一 定 是 f(x) 的 重 因 式 

例如 ,f(z)==x? 一 47 十 2， f(x) 一 2(x 一 2) . 

7 一 2 是 三 (z) 的 单 因 式 ,z 一 2 不 是 f(x) 的 因 式 

我 们 可 以 分 离 多 项 式 的 重 因 式 (可 参考 有 关 高 等 代数 书 ) 
以 利于 因 式 分 解 , 以 利于 求 根 . 

《4. 代数 基本 定理 

每 个 次 数 大 于 或 等 于 1 的 复 系数 多 项 式 在 复数 域 中 有 
一 根 ， 

5.7 次 单位 根 

定义 数 1 在 复数 范围 内 的 ? 次 方 根 ， 称 狂 n 次 单位 根 . / 
亦 即 多项式 x" 一 1 的 根 . 

设 : 是 一 个 次 单位 根 , 若 8,,55,…,e" 为 全 部 次 单 


位 根 , 则 称 s 为 本 原 次 单位 根 、 


性 质 〈1) 人 全部， 次 单位 根 , 对 于 数 的 乘法 作成 群 . 
(2) 设 是 一 个 次 单位 根 , 则 8 是 次 尿 根 的 充 要 条 件 


， 是 对 于 1 万 mn 的 自然 数 mx, 都 有 “1, ( e 不 是 低 于 > 


次 的 单位 根 ). 
证 明 必要 性 显然 
充分 性 :证 1,e,e,…,e"! 互 不 相等 即 可 . 否则 ,车 有 
: “ 13。 


6 一 (二 4s<)， 有 ee: 一] ， 1<s 一 上 <, 和 巴 盾 . 
(3) 设 四 ,ds …,d, 为 款 的 全 体 正 因数 (包括 1), 则 全 体 
d; “《〈 一 1 轧 次 原 根 , 束 是 全 体 革 次 单位 根 。 
证 明 一 方面 , 设 e 是 任 一 d; 次 原 根 ， 
则 ==1,e 二 1,("* di|n) z 
男 一 方面 , 设 e 为 任 一 nn 次 单位 根 ,e" 二 1 
” 设 d 是 使 e==1 的 最 小 自然 数 ,n= 二 dg 十 r， 
ee te—=e’—=]1, 必 7 一 0 
即 dln，e 是 4 次 原 根 ， 
(4) 设 ce 是 次 原 根 , 则 人 是 一 个 cE 次 原 根 . 
证 明 设 (k,n) 一 dk 二 dkl， n= 二 dn， 
(Et) 一 e 一 6 一 1. 


又 若 有 (es)" 一 1， nlkm, nm |kim, 
nk 一 1， 政 m>m = TE’ 因此 ,由 (2) 
z 只 是 天 -万 次 原 根 . 
(5)s 是 一 个 次 原 根 , 则 < 亦 是 次 原 根 的 充 要 条 件 是 
(k,n) 二 ] (用 (4) 证 ) — 
”推论 12 次 原 根 的 个 数 g(x) 就 是 小 于 上 与 4 互 素 的 自 . 
然 数 的 个 数 , 若 # 的 标准 分 解 式 为 = 有 2…, 则 
和 一 ~ _ 上 1 ,,. 1 T 
on)=n(l p71 p-) (1 方 ) 《证 略 ) 
6. 实数 域 上 多 项 式 的 求 根 吉 题 


的 多 项 式 不 能 公式 解 .但 是 ,可 用 施 图 姆 方法 及 牛顿 法 等 , 求 
多 项 式 实 根 的 精确 到 任意 程度 的 近似 值 . 
. 1]4 后 i 


7. 求 有 理 系数 多 项 式 的 有 理 根 的 问题 可 以 转化 为 求 整 系 
数 多 项 式 的 有 理 根 
(这 是 因为 gt) ef 7),cF0 时 , g(x) 与 fz) 的 根 相 
同 ) 
设 jz) 一 ao 十 ao 十 … 十 di 十 an 是 整 系数 多 项 
式 ,车 有 既 约 分 数 r/s 使 及 二 )==0, 则 rlao,s|a, 
特别 当 a»=1 时 ,7Cz) 的 有 理 根 都 是 整数 且 为 Un 的 
因子 . 
此 结论 给 出 了 一 个 f(x) 的 有 理 根 的 范围 ,可 用 综合 除法 
逐个 分 析 试 验 .下 面 考 虑 缩小 试验 范围 . : 
”车 既 约 分 数 三 使 (二)=0， f(z) 是 整 系数 多 项 式 , 则 
(r—ms) | f Cm). 
证 明 令 xz=yTm ， 
f(r)=arr' ta r+ .十 ai 十 cn 
fy 二 Tm)=ay" 二 cy 十 * -十 co 十 co 一 CO) 
g(o) 一 fOn)=eo 
f(y+m)=a(z—m) Tce-i1(r— mm) + "十 ci1 (X71) 
+co 一 q(x) 二 f(x). 


Ee 
十 … 十 ci (一 一 加 ) 十 co 一 0 
有 dn (r—ms)” 十 Cs 0 .es n—1 (7—ms) 


一 一 Co8- 
由 上 式 可 知 (> 一 res) |eos” 
“(lr—ms),s)=1 “oF—15) ,5")=1 
z : . 15 条 


小 (一 ms) 1co= 了 Gn) 

特别 情形 ; 当 mm 一 1 时 ,有 (一 s) 1 了 (1) 

z 当 mm 二 一 1 时 ,有 (7 十 s) |f( 一 1) | 
这 样 在 士 1 不 是 了 (x) 的 根 时 ,可 以 缩小 有 理 根 的 试验 范围 ， 
即 只 须 验证 ,使 (7 一 5) | 了 C1) ,Cr 十 5) 1 了 (一 1) 的 二 即 可 . 
(sla,,r lao) z z 

例 6 设 f(zr)==z 十 ar? 十 67 十 c， cpcEZ( 整 数 
集 ) ,者 ac 十 bc 为 奇数 , 则 f(x) 无 整数 根 . 

证 明 车 f(z) 有 整数 根 a,f(a)=0,alc 

ac 十 bc 二 (a 十 b)c 为 奇数 , 则 a 十 与 c 均 为 奇数 ,a 亦 为 
奇数 . 

又 (DID=Itatbte / 
1 十 a 十 6 十 c 二 (1) 是 奇数 ,因而 a 一 1 是 奇数 , 故 a 是 偶 
数 .a 既是 奇数 ,又 是 偶数 ;不 可 能 . 

因而 ,f(x) 无 整数 根 . 

例 7 设 ACz)G=1,…,2) 是 数 域 P 上 的 多 项 式 ,证明 
二 十 x 十 DD Cr) + ?fr 十 … / 
十 zj CCz ) 十 f(r”! )J 的 充分 必要 条 件 是 (x 一 1)1f;(x)， 
i=],2,"*,n / | . / 

证 明 x 十 x 十 … 十 I 十 1 的 根 6,8&p,…,s 是 十 1 次 
单位 根 ,s, 关 1, 不 妨 设 6 是 nn 十 1 次 原 根 ,a 二 6; 

则 ， so 呈 万 GD) 十 es: 六 GD) 十 十 (D+f.(1)=0 
<—>f:(1)= 0( 齐 次 线性 方程 组 系数 生 了 列 式 是 范 德 蒙 和 了 了 列 式 
不 为 零 , 只 有 零 解 ) 

人 (xz 一 1 CCz) 4 一 1 2 ,nn) 
»* 16* 


例 8 设 为 ,h,… 是 m 个 在 有 理 数 域 QQ 上 线性 无 关 的 
复数 ,有 Cr) ,falr) ,f(r) ,g(r E QL, 
且 g(T) 在 Q@ 上 不 可 约 . 


证 明 车 对 于 g(z) 的 每 个 根 。 均 有 2 (a)=0, 则 
gn) | fx), 1 一 ] ,2,，* 
证 明 ““g(x) 在 QQ 上 不 可 的， “g(rT)A0 
由 带 余 除 法 : f(x)=g(x)g(r)+ri(z) 
yz) 二 0 或 alri(z)) 过 aCg(z)) 
只 须 证 zz) 二 0 即 可 ， 令 f(z)= Xfi(z), 则 
f(x)= 2 Ng lr)g(z)+ Da (z) 


gM=0 7(O 一 2hriO=0 
g(x) 在 Q 上 不 可 约 ， (g(x),g (7))=1, gr(z) 无 重 根 ， 
故 gC7)| 3 (zx) 


而 Ari(z))<alg(z)), 必 这 Xri(z) 一 0 
若 r;(z) 不 全 是 零 多 项 式 ,例如 r(x) 关 0, 存 在 有 理 数 B 使 


ra(B) 隆 0, 有 之 /Ar;(B) 一 0 
| 此 与 A As A 在 Q 上 线性 无 关 看 盾 ， 
孝 必 (Xz) 震 0， i 一 1,2,…,m. 过 证 完 放 
例 9 设 a 是 一 个 复数 ,P 是 数 域 , 则 
M 一 {f(a)|f(x)E€P[x))}) 是 数 域 的 充 要 条 件 是 存在 
。17 。 


s(T)EPLrI, oCG(X))>0, 合 s(a)= 
证 明 ”二 二 ~ M 是 数 域 , 若 a 二 9, 则 M= 二 PP, 取 (x) 一 x 
即 可 .着 a0, "xz€EPLr] FoOcM， 二 EM, 存 在 


(xz)E PCLzJ, 使 ta) 一 二 ， at(a) 一 i=0 


站 a 为 xt(T) 一 1 二 s(x) 的 根 . 
oo 0,1€EPCA). O00)=0. 1(o)=1 EM 
VY fi(o) ,folo) EM, 有 f(x), flr) EPC) 
ff EP fF EP 
“flo 二 fola), 广 (a)j Ca)E AM， 
| 设 PLzD 中 以 a 为 根 , 首 项 系数 为 1, 且 次 数 最 低 首 是 
gz), 则 glx) 在 PLCz2 中 不 可 约 . 
否则 gC2)=g (nga(7), Agi(x)) < gC ). 
有 g(a) 二 g(a)gz(a) 二 0, 必 有 一 个 gi(a) 二 0, 与 g(X) 次 数 最 
低 政 庄 . 
V 六 (ao 六 (aiEM， 方 (ao) 天 0 
户 (z=gCz)dCz) 十 rCzZ)，7rCxz) 一 0 或 
3(r(z))<3Cg(z)) 
(7r(z)yg(Czr)) 一 1， 本 
存在 xz)，,ozD)EPLz]， 使 ~(z)xtz) 十 ECz)tz) 一 
Ba 人 代 z， rla)u(a)=1 


1 Fo Fo 
r(a) = Tay 二 Fray ™ ead ~ f(a)ua EM 


因此 ,M 是 数 域 . 
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六 .多 元 多 项 式 环 ,对 称 多 项 式 子 环 


1. 多 元 多 项 式 表达 式 的 字典 排列 法 (参阅 北京 大 学 编 (高 
等 代数 ?第 二 版 P35) 
Pl, Tes ,7,] 对 多 元 多 项 式 的 加 法 ， 乘法 作成 环 . 首 项 
定理 :乘积 的 言 项 是 因子 首 项 的 乘积 . 
”2. 对 称 多 项 式 
定义 ”经 过 变量 的 任意 对 换 恒 不 变 的 多 项 式 称 为 对 称 多 
初等 对 称 多 项 式 : 
1 一 十 Zz 十 … 十 工 ， 


0 = XiTs 二 TIXs 十 二 as 


人 二 人 

〈1) 对 称 多 项 式 的 基本 定理 :任意 对 称 多 项 式 f (x),… 
“Xx,) 均 可 表 为 初等 对 称 多 项 式 的 多 项 式 , 即 存在 PCyiyyz，… 
ya) 使 f(r, sn) = PO Ga ,0,) 

具体 做 法 :对齐 次 对 称 式 可 用 得 定 系 数 法 ;对 于 非 齐 次 对 
” 称 式 ,可 将 其 分 解 成 几 个 齐 次 对 称 式 之 和 ， 估 厂 月 分 史 生 于 个 
齐 次 部 分 用 待定 系数 法 化 之 . 

《2) 设 oas a, 为 PET 中 (7X) 二 TT 十 x 十 和 … 
十 6 iC 十 刀 的 根 , 则 :Pfay aa 中 的 对 称 式 g(a au) 
可 表 为 wb ,22D)E 忆 ,又 as yas 的 对 称 式 h(as,a， 
…,0,) 可 以 表 成 a 的 多 项 式 fi (a1)€ Pte 

证 明 设 区 为 CoQss ”9 Cn 的 A 次 初等 对 称 式 ， 

人 19 . 


ao 为 mao 的 上 次 初等 对 称 式 , 则 有 
r= 0 QT : 
=— 0 — AQ Lo 一 ai-2] = 0 A101 十 afTi_， 
= 0 ao 1 Co 2— rs) 一 ，， 
一 CO—10 二 (—1)a : 
=(—1)C(—1)o+ (1 Iao 十 … 
十 (一 1)?at ?os 十 (一 1)at ol 十 a1) : 
= (一 1)*C6+bio 二 Br 十 … 十 B10 1 十] 
因此 ,ha sa) = rt) = f(a) €E PE) 
(3)( 接 上 ) 称 Da sm) = | Co) z 
为 ”jz) 一 也 十 cz 十 … 十 和-iZz 十 及 的 判 列 去 
则 DCay ,as，,… ,a,) 可 表 为 f(x) 的 系数 的 多 项 式 
B 即 Davao, ,a ) = SC.0 ,6b) EP 
显然 f(x) 有 重 根 寺 二 SC(b,bo,*…*',b,) 一 0 
/ . (4) 和 牛顿 公式 (Newton) 
设 f(r) 二 (x 一 Tn) (rx 一 7) (TX ) 
=7T or 二 二 (—1)"o, 


令 = ,k=0,1,") 

(D 证 明 fr) 二 sort 十 sx 十 十 Sei 
十 $s) f(r) 二 g(r) : 和 
这 里 9gGgGCz))< 7 

加 牛顿 公式 ， 
当 1 委 & 委 2 时 ,84 一 0154- 十 as 十 十 (一 1 aaal3i 

二 (一 1)*o 一 0 : 
。20 。 


当下 了 时， & 一 as 十 十 (一 1)"as 一 0 
证 明 @f (= 人 2 


rif (rr)= > 安 : 1f (x) 


TO— XT 
-> CH tA ) fz) 


i 


-> (ZT — 2) f(z) YA) zt+t1 f(z) 


XC—ZX, 1 Xx 
十 1 

二 f(T) (sor sr 十 … 十 $4) 十 > 开 

OFAE DE nt / 

f° (7)= nr on—1)r 二 +t… 二 (一 1)” oi 

rif (7)=nr"tt— (nC— 1)0, x1 


Dot "十 (一 1)” lo ir? 


由 @ A ed De tea 
福 十 天 


2 ( 2 (—1)iso)) rt g(r) 


i i 十 jt 

比较 系数 (第 k 十 1 项 的 系数 , 取 t= 上 ) 
得 出 kn 与 上 >>n 时 的 结论 . (请 读者 自 证 ). 
练习 是 

1. 若 (f(r) ,hr))=1, : . 

CF Cr gr Ar) = gr) ,hr)) 

、 纹 Cx" 1,7 1)=7x 1<> (m,n)=—d 
(提示 :充分 性 :zx” 一 1 与 x* 一 1 的 任意 公 因 式 的 根 必 是 zx/ 一 1 
: “2l1* 


的 根 ) 
3. 设 是 pg 次 原 根 , 则 er 是 g 次 原 根 . 
4.£ 是 nn 次 原 根 寺 > e 是 次 原 根 . 
5. 设 ee，…5- 是 全 部 ?次 单位 扫 * 证 明 
SS 人 ( 当 nlk 时 ) 


pp 


i 0 0，( 当 ntk 时 ) 
6. 设 s ,862，,…,é-1 是 除 1 以 外 的 4 次 单位 根 , 求 证 ; 
(1—e) (1—e) (1—e,1)=n. (参看 对 称 多 项 式 的 性 质 (2)) 
”7. 设 ,7 分 别 为 m,n 次 本 原单 位 根 ,证 明 ey 是 mn 次 原 


根 寺 一 > (m,n) 二 ]， 


ee 


第 二 章 行列 式 


行列 式 是 一 种 工具 ,研究 线性 方程 组 ,矩阵 ,特征 多 项 式 
等 问题 时 都 要 用 到 它 . 本 章 将 略 述 行列 式 的 定义 ,性 质 、 计算 、 
Binet—Cauchy 公式 、 方 阵 和 的 行列 式 等 . 


—、n 阶 行列 式 的 定义 


原来 我 们 是 用 级 排列 来 定义 级 行列 式 的 ， 现在 我 们 
将 用 次 置换 来 建立 级 行列 式 


Ql Ci "Cn 


dz] CC22 "Won 


符号 


Un Ung ”Gm . 

_ rio i ro jo 7 ) 
一 - 一 122 112 we 
， 之 / (一 |) Qi 0 
人 2 ") 

i 7 ve i > 


(或 = Da aera, 


i 7 


-也 (—1) T1123 "a 110j,2"" "Qjn 
月 
其 中 1122 tn 村 J1j2°"° 为 数码 1， ZL» ,的 任 一 排列 . 


rliia…i,) 表 排列 ii 的 逆序 数 . a 


上 下 排列 的 奇偶 性 相同 者 称 为 偶 置 换 , 否 则 称 为 奇 置换 . 
/ | «93 。 


) 中 


n 级 行列 式 本 质 上 是 个 代数 和 :，  .，. 
(1) 项 的 组 成 一 一 不 同行 不 同 列 的 个 元 素 之 积 . 
z (2) 项 的 符号 一 一 由 该 项 对 应 置换 的 奇偶 性 决 汉 蕊 -对 应 偶 
置换 者 取 “ 十 ”号 ,否则 取 “ 一 ”号 . 
(3) 项 的 数目 / 
对 应 法 则 ;aa 一 一 ” “” “ “是 级 
J J ”和 | 
行列 式 全 体 项 的 集合 与 4 次 对 称 群 5; 间 的 一 一 对 应 关系 . 
可 以 证 明 , 全 体 偶 置换 4, 是 群 5S, 的 正规 子 群 ( 即 不 变 子 


群 ) 5, 按 子 群 4, 进行 左 陪 集 分 类 为 : 
S, 一 4.UU(C1,2)4， 


4 到 1S. | = 地 ， 所 以 2 级 行列 式 中 正 们 项 各 一 半 , 坊 
为 ni : : 


nl! 


一 .行列 式 的 性 质 


为 研究 行列 式 的 计算 须要 讨论 一 下 行列 式 的 性 质 . 下 图 ， 
说 明 性 质 间 的 内 在 联系 / 人 


人 ,|= Da A 
独立 的 …4 ， 1 » 


~ 、 


从 属 的 … 5 一 -一 一 一 一 ->6 -7 
( 疼 中 标号 的 意义 依据 北京 大 学 编 的 《高 等 代数 》) 
。 24 。 


若是 从 行列 式 的 值 的 角度 对 行列 式 的 性 质 进行 分 类 的 话 ， 可 
”以 分 为 ; 
(1) 行 列 式 的 信 为 零 的 (性 质 4 5) 之 行 ( 列 ) 向 量 组 线 
性 相关 . 
(2) 行 列 式 的 值 不 变 的 (性 质 1,3 ,6) 一 一 消 法 变换 保持 
值 不 变 . 
3) 行列 式 的 值 改变 ,但 改变 的 结果 是 显 见 的 ,( 性 质 2， 
7) 一 换 法 变换 、 倍 法 变换 改变 行列 式 的 值 . 


三 .行列 式 的 计算 


1. 依 行 (或 列 ) 展 开 ( 可 依 一 一 行 或 几 行 ) 将 高 阶 行列 式 化 为 
若干 个 低级 行列 式 来 计算 
2. 三 角 化 法 :利用 行列 式 的 性 质 ， 对 行 (或 列 ) 施 行 消 法 变 
换 , 换 法 变换 可 将 原 行列 式 主 对 角 线 一 侧 的 元 素 全 化 为 零 ( 三 
角 行列 式 ) 这 时 主 对 角 线 上 元 素 的 乘积 即 为 原 行列 式 的 值 
〈 可 能 差 个 符号 ) 
3 行列 式 的 性 质 及 依 行 (或 列 ) 展 开 一 一 块 用 来 计算 行列 式 
的 值 ” 
4. 依据 行列 式 元 素 间 的 规律 来 计算 ;此 类 型 的 题 变化 较 
多 ,相应 的 方法 也 较 多 ,常用 的 方法 有 
(1) 逐 行 ( 或 列 ) 相 减法 
例 1 计算 杨辉 三 角 规 律 给 出 的 行列 式 


*。25 。 


HE CD 的 


1 1 1 … |] 
] cz Cs ‘* a 


2 2 
| Ca Ca Wie Cnt1 


1 of ce? 
1 ol 
利用 ==c i 十 e241( 即 ct 一 C1 一 c,) 的 第 (x 一 1) 行 科 
(一 1) 加 到 第 4 行 上 去 ,再 将 第 (x 一 2) 行 乘 (一 1) 加 到 第 G1 一 
1) 行 上 去 ,…… ,如 此 下 去 ,直到 将 第 一 行 乘 以 (一 D) 加 到 第 2 
1 1 1 . 1 1 
0 1 2 De nn? 1 一 ] 
， 。 | 同样 的 * 


2 2 2 
0 . C2 C3 可 nr--1 nt 


D,= 让 兴学 ‘no. 过 了 且 夫 项 雪夫 和 : 办 法 施 


此 密 只 


se 用 于 列 得 


2 — 
A Cn—l ”” 《25 (2 


. 
” | nl n"—] n—] 
0 Cl Cr ”Can C2n-3 


1] 0 0 0 | 
0 1 1 
0 | 1 ec C3 


0 1 cr} es 
0 1 cs? ce? 
=1°* D,4=D,.) : | , 
同 理 ,D, ,=1，D_ ,一 D, ,==… 一 D,= 人 1， 逐 行 
( 列 ) 相 减法 就 是 自 下 而 上 (或 自 右 而 左 ) 对 行 (或 列 ) 施 行 消 法 
变换 将 行列 式 化 简 以 利于 计算 行列 式 的 值 . / 


(2) 递 推 隆 阶 法 
设法 找 出 ” 阶 行列 式 D, 与 低 阶 行列 式 的 关系 依次 类 扒 
来 计算 行列 式 的 值 。 . z 
例 2 : 
2 于. 
D.=| 1 2 1 |( 空 白 处 为 0) 
| ， 
1 2 
2 1 1] 1 
1 2 2 
依 第 一 行 展开 2 1 2 1 一 1 2 
加 “1] | 1 
1 2 1 2 


一 2D,_i —D,..， 


。27 。 


Di=2, D: 一 3,， D,=2D,—D=6—2=4" 
类 推 有 D, 二 n 十 1, 须 要 用 归纳 法 证 明 一 下 . 
/ 当 二 1 时 ,D)= 二 2, 假 设 当 n= 二 有 时 ,DD 二 十 1, 则 当 一 外 
十 1 时 ,DD, 二 Diy1= 二 2Di 一 Di 二 2(k 十 1) 一 k 


二 十 2 二 (kk 十 1) 十 1 
例 3 
a adTb a+o 
ato 
D,=|la—b a—b a 


村 


a—b a 


: a—b : a—b a—b 


A 
二 行 磁 (一 1 
加 一 行 上 


二 列 乘 ( 一 )| 


D,. 
加 于 一 列 上 


0 


1 一 Cl1， 万 ,一世 


PD,s 


当 7 为 偶数 时 ,D,=BD,,—0D, == DD,=—b 


当 为 奇数 时 ,D, 一 6D, ,一 i A : 


一 CP | 


*28 * 


(3) 拆 开 寺 


把 某 一 本 某 一 行 ( 列 ) 的 元 素 写 成 本数 和 的 形式 ， 髓 利用 行列 式 
的 性 质 将 原 行 列 式 写成 两 行列 式 的 和 ,使 问题 简化 以 利 计算 . 
例 4 
a a * a 0 
D2= so 
a 0 bp 5b 
o bb ww bb bb| 
“| D a »s a 
(2 0 a 
=(—D™ i =(—1)* 7 D, 
bb 5b a 四 
bp b. 0 
0 a 2 十 0 
b b a—a 
o a 0 «a 0 
bp vo 0 0 
D,= [和 | [EE 
b b bp bb a 


ee 2720. 


i 


种 愉 委 a 
| aD1=a(— 6)"™!—aD 


大 一 ] 


0 oO . ， 
D, +aD,. i1=a(—b)"i 
D+6D, 1=—b(—a)"! (再 可 得 ) 
当 a 关 5 时 ,D, 一 (一 1)* BC? 十 ci 一 230 十 … 十 ap 
十 太一) 
而 刀 = (一 1D)2 52D， 
当 a 二 5 时 , 易 算 出 
1 —a 
了 一 C 


D= 4— Do co. 


= Da(— DPD 


“” 《4)“ 加 边 法 ( 升 阶 法 ) 
例 5 


并 十 ai Gy? "a, 
Qa ZX 十 4d, ，…: a 


D=| a ds a (XE0) 


U1 Cs» ""* 十 a， 


30。 


1 | ws 顺 虽 各 Cn 


1 Ul (na 
一 1] XxX 0 0 
0 
一 ” 一 | 一 上 oo 工 0 
* D 
0 。 
一 上 0 0 bs 
得 a, z 
i+ 2 区 UW] 2 dn 
0 女 DO a, 
-- 一 mr tl De) 
0 | 0 ol 
0 0 0 X 


一 区 Ha ( 当 xz 二 0 时 ,DD 二 0) 
| 升 阶 法 是 将 原 行列 式 中 增添 若干 个 适当 的 行 与 列 ， 构成 
一 个 新 的 行列 式 ,并 以 此 行列 式 为 过 渡 来 达到 计算 原 行列 式 
的 目的 . 
(5) 借 用 “第 三 者 ”法 ( 即 乘 以 一 个 适 亚当 的 行列 式 ) 
例 6 证 明 级 循环 行列 式 


a Us 量 雪 种 Un 


Dp= | foe) fd) fle) 


as ads a . : 

F(T) 二 Qi 十 asx 十 十 anT” 1， ss 为 全 部 次 
单位 根 。 : 
证 法 一 ” 作 范 德 索 行列 式 


。 3]。 


] ] ] oo 1 
| & 2 | 
A 人 =|l1 6 8 8% 0|,e 为 本 原 n 次 单位 根 
] ee-D Eco-D ,en 1)? 
由 计算 D.， 信 ==f(1)f(e)f(e) fe!)AN 
“AAA0, .DD=f(1)f(e)f (ee) fe !) 
证 法 二 (利用 特征 多 项 式 、 特 征 根来 证 ) 
议 n 阶 方 阵 z 
0 1 0 .0 0 f0 0 1 


1 
0 0 1 … 和 0 0 0 0 0 1 
A hd ， 2 一 
0 0 0 ] 0 0 0 0 ] 
0 0 0 0 1 0 0 0 
1 0 .0% 0 0 0 1 0 … 0 
0 0 0 1， 
。 0 
全 1 1 0 
4 = 1 人 . ,AM 一 人 - 
0 、 : “二 
0 1 0 
0 0 1 0 
A -1 . 
: A 1 
| 五 一 4| 一 4 一 人 一 ] 
一 ] 
一 上 二 


A 的 特征 值 为 El rE29°" En 
QE 二 asA 二 as 和 十 … 十 a 


全 32 * 


as as … al 
起 阵 三 4) 的 特征 根 为 /( £1) ,J (&,) »""*" ,J (€,) 
”所 以 ,|7(4)| ~D=~=Jf(e)f(e)" (e,) 


四 、 行 列 式 的 应 用 一 一 克 莱 姆 规则 


五 .Binet 一 Cauchy 公式 


设 答 阵 Anxn ” Baxm= Cnxm 
则 ” (1) 当 m>n 时 ,iCl==0 z 
(2) 当 m==n 时 ,1C|==1411B1 
(3) 当 < 时 
: 1 ?> ... 
Cl= 27detcal “1 。 dett 
i t 1 1， ove 1 


1 + we 2, 
BL | l )7, 其 中 3 12 im) 表示 从 1,2,° ,7 中 
1 2 二 二 愉 7 . 


] 2 .。 jn 
取 六 个 的 一 个 组 合 ,A( ， 。 ”表示 在 4 中 取 第 ， 
ja,…，,i 列 与 所 有 m 行 组 成 的 m 阶 子 矩阵 ,det 为 行列 式 
记号 ， 

证 明 (1) 秩 C< 秩 An<m,，C 为 退化 的 ,|C] 

B 

一 0,( 或 (4 0)( = 4B, 两 边 取 行 列 式 ,1CI=0) 

(2)m—n 时 ,显然 成 立 、 

: z 。33 。 


(3)m<=n 时 ， 考 同 mtn 了 了 让) 


E, B 

左 乘 以 初等 分 块 方 阵 得 ， 

A Oi/E, B A AB 
(J a)le x )= (kg 0 ) 

两 端 取 行列 式 

A nO A AB 
ss- 0 1 
(D 却 右 辽 行列 式 依 后 m 列 展开 ,由 Laplace 定理 知 


A AB 
—ft, 0 


~—(—1)"|AB|.。 |—&E,| 


: =(—1)"(—1)"[AB| 
;一 1 十 2 十 3 十 … 十 对 十 人 2 十 1) 十 (2 十 2) 十 … 十 (1 十 712) 


= tm 17 一 m? Fm 二 man 


右边 = 一 DtDmtn|4AB| 
(1) 左 边 行列 式 依 前 x 行 展开 ,这 只 需 考 虑 在 4 中 取 7 
阶 子 式 . z 
例如 ,mm 阶 子 起 detca( 
[iiawwein) 为 从 1,2,…,n 中 取 mx 个 数 的 组 合 ] 的 余子 式 为 
det(— Erni , 和 ,B)( 其 阶 数 为 mn—m =—n)， 一 
为 在 一 五 , 中 划 去 第 站 7 如 列 后 剩 下 的 2 行 一 m 列 
矩阵 . | 

先 看 nz 阶 余 子 式 det [一 -Eb i ;BJ 的 值 , 依 后 x 列 展 
开 . 我 们 知道 ,对 于 一 已 只 有 任意 4 失主 于 式 人 为 (一 1) 
其它 一 切 非 主 子 式 之 值 均 为 零 
志 24 * 


在 (一 E.; ,.…_ ,8B) 中 , 依 后 m 列 展开 ,只 有 取 第 鹿 ,is， 
i 行 得 到 的 于 式 det B( ，” ，“” “” "的 余子 式 才 是 一 


Eb EE 


E, 的 主子 式 ,因而 不 为 0. 其 它 的 B 的 m 阶 子 式 的 余子 式 均 
为 过 ,所 以 
det(— Es ; “iB) 


1 2 


,1 3 1 
= 一 DC 一 Dedetcaf 轩 纺 | ) 


"7 - 
这 里 9 一 了 十 1 十 …… 十 友 十 [2 一 到 十 1) 十 (7 一 7 十 2) 
十 … 十 (一 到 十 7 7) 
(1) 式 左边 行列 式 
2 
-> dercA(; 
12 


a ligan) 
这 里 ,S; 二 (i 二 十 十 记 ) 十 (1 十 2 十 … 二 1) 
(1) 式 左边 行 列 式 


-2 1) (C1) 一 -DedetCa ， 四 ) * 
Gi ee 


nt 
ICDrdett— Es. B) 


1 


呈 竺 带 7 
cl ) 
] 2 : 
RO DG DG DE i 


。(— ] ”m+ 十 2 二 十 zt 十 人 一 站) 


一 _ (一 ”m+ (2—m) [一 ] ) {1—— mm (pn 1) 


故 |C|==14B| 
9 .六 i 
= > dercA(; | | )jderca( ) 
《iiiy， 1» 中 1 1 2 Pr 7 


推论 矩阵 C 的 天 阶 子 式 与 4， 互 的 天 阶 子 式 之 间 
的 关系 为 


9 3D 


] 4 1 四 四 间 站 
detcc| 小 
D1 J 0 
和 ly 1 l, LL 
一 2 det CAl detcB( ) 
《人 11) / l, 雪 有 和 让 72 直人 二 jh 
(2 ,los ,Li) 是 ] ,2,°** ,7 中 取 上 个 数 的 一 个 组 台 


证 明 提示 : 


1 1» 徊 二 生 2 ， (Ci Ci 7; 关 本 而 C; 
Y 2 了 2 2 二 
det c( 加 )= 

D1 J2 J “* oo 


Ci 1 Ci 2 
Ui Wi? Ui in by, b1;, " oi 六 
加 Ci Ci 号 昌国 Uion Oz; b2;, 和 申 昌 Ds; 
和 区。 各 忆 
4; 1 ti2 “" Cin bs b,j;, 机 0 


然后 ,再 利用 Binet 一 Cauchy 公式 即 得 
例 7 证 明 柯 西 不 等 式 


> eo 
证 明 设 4=(” 一) 
2 
z > > 
P=A4'= > 
和 > 


IPl= C2 7) (2 yD (2 ry) 
肪 一 方面 


] ， 
PI=— Pdetcal “jadetca( ) 
(7) Ai J AL 2 


* 330， 


一 2 Cdet A 3。 
因此 , 原 不 等 式 成 立 . 


例 8 “证 明 :由 正 交 短 阵 4 的 hf 行 所 成 之 一 切 阶 子 式 
的 平方 和 为 1 | 


正明 44. 一 EF, 取 A 的 第 交行 
出 derCE( 1 2* 人 
{i os 


1 1 学 中 生 + : ! { 夫 学 各 { 和 
~ 2 detCAl ' "Jaerca ( 本 小 
(diy 4 ) L) i | 相 香醇 


i» 人 1 1 1 
to z 
一 de aA( : ) 2—] 
,2 ly ) 


这 里 ,有 本 ， 是 1 ,2,"*° ,7 中 取 k 个 的 组 合 . 
例 9 设 P=-=44' ,证 明 ， 
(1) 秩 已 = 秩 4 


(2)P 的 不 阶 主子 式 之 和 等 于 4 的 所 有 上 上 阶 子 式 的 平 
方 和 |. 


证 明 (1DP 的 与 4 的 最 高 阶 不 为 0 的 子 式 的 阶 数 是 一 
祥 的 


jy 
(2) 由 detcP( | ) 


1 2 
= detca 人 (， 全 由 而 得 
例 10 证 明 阿达 到 (Hadamard) 不 等 式 , 设 n 阶 方 阵 
A 二 (ax) ,由 NIAI<CDant. Da) 
证 明 若 14| 一 0， 不 等 式 成 立 


2 
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大 |Al 关 0， 令 B= AA = (2,;), 则 Bb 为 正定 矩阵 
1B|= |A1?<6nbb nn=( 2 at) 2 a) 
j= 和 
大 1 
“AICO a 2 0) 
| 了 = =- 


入、\ 方 阵 和 的 行列 式 
定理 ” 设 和 矩 阵 A=(4;),x,， B=(b,)ws， 人 表 有 4 的 
任 一 子 式 , 人 入 “表示 B 中 相当 于 入 的 子 式 的 代数 余子 式 、 
则 ”14 十 B|== 所 有 可 能 的 人 与 人 “之 积 的 和 . 
证 明 设 A=(@,as,n',0,),。 B= (P,PB,,… ,pb,) 
[14 十 如 =|(w 十 Po 十 Do 十 B)| 
一 1B1B,**B, | 十 [app | + |BiasBa*%B, | 
十 … 十 |BBs…B,i0, | 二 |arasBs*…p, | : : 
十 … 十 |Bi…B sao, | 十 … 十 oo@,_18, | 
十 … 十 [Baza | 十 |aras*ea, | 
对 于 上 面 的 每 个 |…a…a… | 应 用 Laplace 定理 依 第 4， 
to，…t4 列 展开 得 : / 
dt 人 Us ) 
(2) ~ An 2 帮 
Ul Us z : : 
代 余 式 det z， 网 0 表 12， 中 了 到 碌 个 的 
组 合 
: —_ < 2 Uo ey 
“AtBI= 2 2 Ddewal 站 和 ) 
&=-0 (0 (az] ft » 
Wy Us 4, : 
dercB(" ，。 .。 放 ) 的 代数 余子 式 
”38， 


例 11 设 ) 阶 方 阵 4= (a)， 求 4 的 特征 多 项 式 中 各 
项 的 系数 , 即 |4E 一 Al=X+b A th A” 呈 十 十 D14 十 如 ， 
求 :b 


Tan Tad dln 
p 
一 42] U22 Gn 
解 A、 | 十 
" 和. 
A 
| Gdns? > — Gn 


x 的 系数 灸 即 一 一 4 中 一 切 n 一 & 阶 主子 式 的 余子 式 ( 阶 ) 之 
和 , 亦 即 4 的 一 切 &k 阶 主子 式 之 和 附 以 (一 1)* 
=D > detca(， ~ ) 
特别 ;01 一 (一 TD 2 ,一 (一 1 141 
例 12 设 ) 阶 方 阵 4= (ci),B= (6;) 且 秩 B 志 1, 则 


(1)1A+B|=|A|+ 之 Bo (4; 为 a 的 代数 余子 式 ) 


(DATXY [= 1A1+ Dy4, =|A|+YA*X 
这 里 六 二 《ziyXs "XT )， Y' = (yi ys yn) 

证 明 (1) 秩 B=1. 则 B 的 & 阶 子 式 (k 宇 2) 为 堆 
“|A4A+B|==14| 十 z 
DD) M1 一 D3t 寺 二 各 i 十 访 十 记 十 … 十 记 1 
==|A| 十 这 byAs(M,-1 为 4 的 任意 一 1 阶 子 式 ) 

(2) 秩 XY 过 1， 用 (1) 的 结论 即 可 . 


39，。 


七 ,行列 式 的 归纳 定义 
定义 4 阶 行列 式 D= |ai | 规定 为 
DD= 2 (—1) aM ;= aA 
Mijs 4 分 别 为 a 的 余子 式 和 代数 余子 式 
练习 题 

a . b 

"1 网 
1. 计算 也 ,= 

.< 9,. 

A a 
2. 设 ) 阶 行 列 式 D 的 值 为 di , 求 ， 


(1) 将 DD 红 中心 顺 时 针 施 转 民 了 所 得 的 行列 式 的 值 
(2 以 次 对 角 线 为 办 交换 对 各位 置 的 元 素 后 后 所 得 的 行列 


式 的 值 . 


3. 计算 行列 式 
. A | Q2 Qs poe Cj a,, | 


dl] : 42 Us 机 Un 1] Un 


Ul ds» Us. 机 A A | 


dj > Us "en UU, 


e 0， 


人 y mob 多 
之 I 和 y 
“2 : 
. 心 ~ ~™" 
4. 


当 实 怎 阵 4 直通 化 时 证 明 1 A 的 顺序 主子 式 均 大 
于 零 . 
5. 设 实 7 元 列 向 量 u 的 长 为 ] 
计算 行列 式 | 五 ,一 2xze | 
6. 设 A,B 均 为 .n 阶 方 阵 ,求证 :可 以 利用 


Binet Cauchy 4 \ 式 证 明 |2E 一 AB|==|4E 一 _BA| 
/ 7. 利用 Binet 一 一 Cauchy 公式 证 明 : 钴 阵 乘 积 的 秩 不 起 
过 因子 的 秩 . 
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第 三 章 ”线性 方程 组 


线性 方程 组 的 理论 是 非常 重要 的 基础 知识 , 它 有 着 广泛 
的 应 用 . 所 谓 线性 方程 组 的 理论 ,包括 线性 方程 组 有 解 的 判别 
条 件 ; 解 的 个 数 ; 解 的 方法 以 及 解 的 结构 等 . 
设 (&,k，…,k,) 为 下 面 线 性 方程 组 的 一 个 解 
/ 0 dTrst tan 0 
/ | QT 二 dzxz 二 "十 ayT, =b, 
| eT 
代入 得 
2 大 十 CR 十 十 CA = Oi 
G21kR 十 G2zRs 十 … 十 a2nk, 二 bb， 


达 电 下 中 和 不 和 人 


ll 12 un b; 
Qo) G22 G271 b, 
< 一 ki 十 k, 二 十 mn 
起 mr] Um? CU parr b, 
{an dls2 dl k) 2 
C21 U2 U2 人 b, 
> 一 
Gn] Gm hrm) AR， PP 


”由 此 可 知 : 疝 量 、 逢 阵 与 线性 方程 组 的 关系 是 很 密切 的 . 
12。 


一 、 线 性 方程 组 的 初等 变换 
定义 ”以 下 三 种 变换 称 为 线性 方程 组 的 初等 变换 ， 
(1) 交 换 任 意 两 个 方程 的 位 置 
(2) 用 一 个 不 等 于 零 的 数 乘 以 某 一 方程 的 两 端 
(3) 用 一 个 数 乘 某 一 方程 的 两 端 加 到 另 一 方程 上 去 . 
可 以 证 明 一 个 线性 方程 组 经 过 若干 次 初等 变换 所 得 到 的 
新 的 线性 方程 组 与 原 方程 组 同 解 


对 一 个 方程 组 进行 初等 变换 ,实际 上 就 是 对 所 内 增 / 逢 
阵 的 行进 行 的 矩阵 的 初等 变换 ， 

对 增 广 矩阵 的 行进 行 初等 变换 总 可 以 化 为 阶梯 型 矩阵 ， 
其 对 应 的 方程 组 有 解 与 否 即 可 看 出 . 

线性 方程 组 的 初等 变换 概括 了 中 学 里 解 二 元 、 三 元 线性 


方程 组 所 用 的 加 减 消去 法 ,代入 消 元 法 。 
二 ,向量 的 线性 相关 性 ,向 量 组 的 秩 

定义 ”P' 中 向 量 组 的 线性 相关 、 线 性 无 关 、 线 性 表示 .等 
价 、 | 以 及 向 量 组 的 秩 等 . 

Cl1， Qn on 线性 无 关 ( 相 关 ) 的 充分 必要 条 件 是 以 Ql >»""° 
am 为 列 作 成 的 矩阵 为 系数 矩阵 的 齐 次 线性 方程 组 只 有 稚 角 
(存在 非 零 解 ) 有 可 由 wm,…,av 线性 表示 的 充分 必要 条 件 是 
以 a,…ansB 为 列 作成 的 矩阵 为 增 广 矩 阵 的 线性 方程 组 
有 解 . | 

这 些 基本 概念 比较 重要 , 它 以 后 发 展 . 应 用 到 矩阵 的 秩 ， 
线性 空 间 的 基底 和 维 数 , 一 次 型 的 秩 等 | 


e。 4143. 


应 熟练 掌握 的 基本 性 质 

(1) 向 量 组 wm ,cz, ,a 线性 相关 < 其 中 至 少 有 一 
向 量 ( 不 一 定 是 每 一 个 向 量 ) 可 由 其 余 向 量 线性 表示 . 

(2) 将 一 个 线性 相关 (线性 无 关 ) 的 向 量 组 任意 增添 ( 减 
少 ) 若 干 个 向 量 所 得 新 向 量 组 仍 线性 相关 (线性 无 关 ). 若 去 掉 
(增加 ) 若 干 个 向 量 , 则 不 一 定 . 

(3) 若 将 线性 无 关 的 > 维 (或 元 ) 向 量 组 中 每 个 向 量 均 延 
长 相同 个 数 的 分 量 而 得 到 的 > 维 向 量 组 仍 线 性 无 关 . 车 去 掉 
相同 个 数 的 分 量 , 则 不 一 定 

(4) 向 量 组 ,0s,… ,a ,线性 无 关 , 目 向 量 B 不 能 由 ai ， 
msor 线性 表示 , 则 ay ,as,… ,a,,B 线性 无 关 . 

(5) 设 向 量 8 可 由 oy,Qs,… ,a 线性 表示 , 岗 表 示 法 唯一 
所 >aqj ,Qs,"… ,0 线性 无 天. z 

: C6) 向 量 组 Bi,PB，… ,pbB; 可 由 线性 无 关 的 问 量 组 aj ,a;， 

… ,a, 线性 表示 , 即 有 
， (8 pp 一 (ayoyyar) 则 向 量 组 Bi, Pa, ,pb. 
“的 秩 等 于 矩阵 B 的 秩 . : 

” (7) 设 向 量 组 a ,ao,… ,a 的 秩 为 7, 则 mao，…,a 中 任 
何 r 个 线性 无 关 的 向 量 为 其 极 大 无 关 组 ， 且 任 何 两 个 极 大 无 
关 组 等 价 .7S WRN 有 加 

(8) 两 个 向 量 组 等 价 的 必要 条 件 是 它们 的 钠 相 等 ， ,但 此 条 
件 并 不 充分 . | 
(9) 设 两 向 量 组 mw ,as,…,a 与 Bj,B,,…,B 的 秩 均 为 x， 
且 sas,… sas 可 由 B1,B,…,B, 线性 表示 , 则 此 二 向 量 组 
等 价 . | 四 
证 明 设 a,…,a 为 a,…,a 的 极 大 无 关 部 分 组 ,p,， 
* 44， 


…,P; 为 B.,… ,Bi 的 极 大 无 关 部 分 组 
则 有 (Carls ,0,) 二 (Bl ,PB 
” 秩 (a ,a2,…,a,) 二 秩 B 二 r,|B| 关 0, 有 
CA 
由 此 得 原 二 向 量 组 等 价 
推论 若 方 阵 4 的 列 向 量 组 可 由 行 向 量 组 线性 表示 ， 则 
4 的 行 向 量 组 与 列 向 量 组 等 价 . 
2. Steinitz 赫 换 定理 
设 向 量 组 ,as,…a,( I 工 ) 线 性 无 关 ， 并 且 可 由 疝 量 组 Pi， 
B:，,… ,PB.( 1 了) 线性 表示 , 则 (Dr<s 
(2) 适当 地 选取 > 个 B; 用 mw,…，,o 替换 得 (可 设 ) 
or 开 ) 
与 向 量 组 I ) 等 价 . 
证 法 一 “对 > 用 归纳 法 来 证 ， 
当 7 一 1 时 ,a = kB 十 2 :十 … “二 kB, res kl, k,， “"? 
k, 不 全 为 0, 否 则 与 w 线性 无 关 了 矛盾 .不 妨 设 已 天 0, 即 有 BB 
可 由 wm ,22,… ,0,. 线性 表示 . 得 mp …,B, 与 (1 ) 等 价 . 
假设 命题 对 > 一 1 成 立 , 今 对 证 ,a ,Qs,… ,a 线性 无 关 ， 
则 a ,… ,a 1 线性 无 关 , 由 归纳 假定 ， 有 .r 一 1 委 *, 且 Qi 0 
a Ps Prils** "BH) 与 (4) 等 价 . z 
我 们 说 + 一 1 了 Zs, 否 则 车 7 一 1=s, 但 a 可 由 (1 ) 线 性 表 
示 , C1) 与 (下 》 一 {a,… ,a 1) 等 价 ,得 a 可 由 a，,… ,a-, 线 
.性 表示 ,此 与 a ,a,,… ,a 线性 无 天下 导 . 
.71<s Bl rs : 
w“ 可 由 ("线性 表示 | 
Q, = ko 二 R02 二 十 R11 ai 十 kB 十 … 十 kb， 其 中 &,， 
。A5。 


… ,大 不 全 为 零 ,否则 将 与 a ,as，,… ,a, 线性 无 关 了 矛盾 . 

可 设 k.0 得 pb 可 由 A » °° 0,» Pr 有 线性 表示 . 
因此 wm a,Br4,… ,BB 与 所 ，… ,1,B,,…,p, 等 价 , 而 后 
者 与 ( 工 ) 等 价 ,所 以 向 量 组 (1 ) 与 (1 ) 等 价 . 

证 法 二 / 
a ss ,0 EL ,B,,.,B,), ZL(alyar ac 
LP 9 ,Ps) y 7== 维 数 La ,or)< 维 数 7 (CC »""" ,BP,) 
魏 3， 
LC ,DB 一 工 (8 ,PB,,a,. or ) 有 ai ,es 
a; 线性 相关 ,存在 不 全 为 零 的 数 k,,t;Y， 使 
kiPit tkB, tio 二 +tta,=0 | 
这 里 各,…,k, 不 全 为 0, 否则 与 my,… ,a, 线性 无 关 蔬 盾 . 
可 设 态 尖 0,8 可 由 B,,…,B,,m，… ,0 线性 表示 ， 
LA , 02 ， “"" Ps» a 0r ) =—L(p, ， ,Ps a , ,ar) 于 复 Dy 
上 讨论 过 程 ,可 以 得 到 | 
L(B,,, , B, ,a ar) 一 了 (DB ,Bsa ss,0,) 
=L(Bi,* ,Pp,) / z 
所 以 ,bi 9 » Ps 等 价 于 | pH »""", pa 9 ,or ,于 是 ， 定 
理 的 第 二 个 结论 成 立 ; 
推论 1 若 向 量 组 w,…,ao 可 由 6 ,…,p 线性 表示 , 且 
7>5, 则 mayan 线性 相关 ” 
推论 2 两 个 等 价 的 线性 无 关 的 向 量 组 含有 相同 个 数 的 
癌 量 , / 
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三 .矩阵 的 秩 , 线 性 方程 组 有 解 判别 定理 ， 
矩阵 行 等 价 标准 形 的 应 用 


1. 秩 的 几 个 等 价 的 定义 

GD 矩阵 行 向 量 组 的 极 大 无 关 部 分 组 所 售 向 量 的 个 数 , 称 
“为 矩阵 的 秩 . 

(2) 和 矩阵 列 向 量 组 的 极 大 无 关 部 分 组 所 含 向 量 的 个 数 . 

(3) 矩 阵 中 最 大 阶 不 为 零 的 子 式 的 阶 数 . 

(4) 和 矩阵 4 的 秩 等 于 r 的 充分 必要 条 件 是 有 7 阶 子 式 . 

D 关 0, 且 一 切 包 含 DD 的 7 十 1 阶 子 式 均 为 零 

证 明 ”一 = 显然 


一 一 设 
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ai 
a 
还 可 设 位 于 4 的 左上 角 的 + 阶 子 式 D 了 0, 令 B= 
a, 


G 一 r 十 1 一 ,十 2 ,1m) 
对 于 > 十 1 阶 子 式 


的] Uio | 和 名 是 (人 


C 按 最 后 一 列 展开 :QT 十 Co 十 … 十 CA 十 ci 也 一 0， 


Dz.0, A »""" ， A,， DL 为 UrsGors""" ,Qn di 在 C 中 的 代数 余子 
式 ， 由 f 一 ] ,2，…,72 ,综合 可 人 得: 


Qi Ca Crl Un 
dl Un Ur in 


Uln Uon CO py Cin 


即 Ci 可 由 Cl1yQ2， or 线性 表示 . 


六 ““ DFA0, 。。aly az， sa 线性 无 关 , 因 此 , 秩 4 一 
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2. 初等 变换 不 改变 矩阵 的 和 铁 . 两 个 行 数 、 列 数 相同 的 矩阵 
等 价 的 充 要 条 件 是 它们 的 秩 相等 / 

3. 线性 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 是 系数 矩阵 的 和 铁 等 于 增 广 
矩阵 的 秩 . 对 增 广 矩 阵 的 行 施行 初等 变换 ,可 以 求 出 线性 方程 
组 的 一 般 解 

设 4 是 秩 为 的 mnXn 矩阵 , 则 对 4 的 行 施行 初等 变换 
总 可 以 化 为 矩阵 B, 使 得 B 的 后 m 一 7 行 全 是 零 ; 且 B 中 有 + 
个 互 不 相同 的 单位 向 量 列 , 称 为 4 的 行 等 价 标准 形 .其 
用 途 : / / z 

(1) 利 用 行 等 价 标准 形 可 以 解 线性 方程 组 :以 4 为 增 广 
矩 阵 的 线性 方程 组 与 以 4 的 行 等 价 标准 型 B 为 增 广 和 矩阵 的 
线性 方程 组 是 同 解 的 将 8 中 单位 列 向 量 对 应 的 未 知 量 视 为 。 
非 自由 未 知 量 ,而 其 余 的 对 应 的 未 知 量 视 为 自 由 未 知 量 , 最 后 


一 列 视 为 常数 项 . 即 可 得 线性 方程 组 的 解 . 
2 3 一 11fzi 1 


例如 , 解 线性 方程 组 :| 3 2 一 2||z| 一 |2| 
9 0 一 4 17 4 | 
求 其 增 广 敌阵 4 的 和 j 等 价 标准 形 | 
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2 3 -1 1 
A=|3 2 -2 ?| 一 一 1 1 |=B 
"5 5 
5 0 —4 4 
00 0 0 


方程 组 的 系数 矩阵 与 增 广 和 矩阵 的 秩 均 为 2， 小 于 未 知 量 
的 个 数 3; 故 此 方程 组 有 无 穷 多 解 将 B 的 单位 向 量 列 对 应 的 
未 知 量 zi ,zs 视 为 非 自 由 未 知 量 ， 其 余 的 列 对 应 的 未 知 量 za 
视 为 自由 未 知 量 ,可 以 直接 写 出 线性 方程 组 的 解 : 


| -和 和 
[ll z - 


(2) 利 用 和 矩阵 的 行 等 价 标准 形 还 可 以 求 出 向 量 间 的 线性 
关系 , 即 对 矩阵 的 行列) 施行 初等 变换 ,不 改变 列 ( 行 ) 间 的 线 
”性 关系 ,例如 ,如 上 例 , 设 A= (a ,02.6301)， 

B= (PB,B,, Ps,B) 

由 观察 计算 ,容易 得 出 互 的 列 间 的 线性 关系 ， 
B= 一 全 Bi 十 专 Ba， B' 一 售 B1 一 寺 Ba， B1 一 记 B' 一 各 Bat 
因此 , 亦 有 万 的 列 向 量 间 的 同样 的 线性 关系 ， 


. wm 一 一 全 om 十 二 一 


5 9 9 
。 50 。 


Q> ， Qi 一 


(3) 利 用 行 等 价 标准 形 还 可 以 求 出 向 量 组 的 极 大 线性 无 
关 部 分 组 . 行 等 价 标准 矩阵 中 单位 列 向 量 是 其 列 向 量 组 的 极 
大 无 关 部 分 组 ,其 在 原 矩阵 中 对 应 的 列 向 量 是 原 矩 阵 的 列 向 
量 组 的 极 大 无 关 部 分 组 . 如 上 例 ,B,,Bs 是 B,p,，p,,p, 的 极 
大 无 关 部 分 组 ,因此 wm ,o, 是 wm ,wyosyai 的 极 大 无 关 部 分 组 . 
“(4) 利 用 矩阵 的 行 等 价 标准 形 还 可 以 进行 算 阵 的 满 秩 分 
解 , (参看 第 四 章 四 ,1). 
四 线性 方程 组 解 的 结构 ， 
求 基础 解 系 的 方法 


我 们 研究 线性 方程 组 解 集合 的 构造 情况 , 亦 即 解 与 解 之 
间 的 关系 . 我 们 说 线性 方程 组 的 全 部 解 可 由 有 限 个 解 表示 
有 站 
1. 设 秩 4=-, 则 齐 次 线性 方程 组 4X = 0 的 解 集合 构成 
”一 个 一 + 维 子 空间 (4 为 必 Xn 阵 ), 其 基底 称 为 齐 次 方程 组 
AX ~-0 的 基础 解 系 . 求 基础 解 系 的 方法 一 定 要 牢固 掌握 . 下 
面 介绍 两 种 求 基础 解 系 的 方法 


命题 1 设 mXn 阵 4 的 秩 为 r, 对 4 的 行 施 行 初 等 变换 
。5]。 


Rr 


E, (人 C z 
化 为 B= ” D- | ] 的 列 向 量 为 齐 次 线性 方 
程 组 AX 一 0 的 基础 解 系 . : 


C . . 
jx= 同 解 , 后 者 ， 以 rs 
0 


证 明 因 AX=0 可 
”9 为 目 由 未 知 量 , 取 nr 组 值 ( 一 1,0,*… ,0)， (0,—1,0, 


LE, 
0 


0),…(0,…,0, 一 DD 即 得 | i ] 的 n 一 ?个 列 向 量 为 


Hi 


~ z 
下 的 村 为 2 一 -故此 


一 


E,C / 
| ]x0 的 解 向 量 ,又 办 


n—7r 个 列 向 量 是 基础 解 系 . 
命题 。 假设 如 命题 1, 若 4 的 行 等 价 标准 形 巨 中 ,个 
”单位 列 向 量 不 位 在 前 r 列 ， 文 时 存在 阶 非 退化 阵 Q@, 使 BQ 


E, CN /1 0 / 
| ) .mal 的 列 向 量 为 BX=0C 光 人 AX=0) 


"bdr 
J 


0 E,, 


的 基础 解 系 . 


JE, Cn 
证 明 施行 换 法 变换 可 将 B 沟 为 ( 小 故人 存在 > 
阶 非 退化 阵 Q, 有 对 为 BQ 一 ( ， -由 命题 1 


/ ] 的 列 向 量 


Ci | Lo 
| 下 ) 鸭 go)x=。 的 基础 解 系 , 故 Q| 局 


* Ho. 


为 BX=-0 的 解 ,因而 是 BX=0 的 基础 解 系 . 
命题 3 设 4 为 秩 是 > 的 关 xz 和 矩阵, 则 存在 ， 阶 非 退 化 
阵 卫 ,使 AP 的 后 n 一 r 列 为 零 , 且 PP 的 后 4 一 r 列 即 是 齐 次 线 
性 方程 组 4X=-0 的 基础 解 系 . 
证 明 对 4 的 列 施行 初等 变换 可 使 A 的 后 n 一 r 列 变 为 
零 . 即 对 算 阵 
A! B B, .0 z 
| 这 生 列 的 初等 变换 可 化 为 | ) 一 ( ») 
BB 为 mXr 阵 ，-0 为 mX Gx 一) 阵 ，P; 为 nX4n 一 四 阵 
令 B=(p,,p:,.… ,00) 
P= hp 
则 由 AP==B 有 A 和 he 入, 久 44 二 (B00 
/ 47. =-0,…，47,. 一 0 | : 
因 已 是 非 退化 的 , 故 741,…, 加 线性 无 关 . 所 以 ,p41， 
…, 力 是 AX=0 的 基础 解 系 ， 
2. 非 齐 次 线性 方程 组 4X=-2 的 一 般 解 是 它 的 一 个 固定 
解 8 加 上 其 导出 方程 组 的 基础 解 系 的 线性 组 合 
Ta 二 Re 二 


这 是 因为 一 般 线性 方程 组 的 两 个 解 之 差 是 其 导出 方程 组 
/ ,53 。 


的 解 ; 且 一 般 线 性 方程 组 的 一 个 解 与 其 导出 方程 组 的 一 个 解 
之 和 仍 是 原 方程 组 的 解 .下面 我 们 进一步 讨论 一 般 线性 方程 
组 的 解 集合 的 构造 

GD 设 秩 4 二 秩 亏 =- ，, 则 方程 组 AX 二 5 的 解 向 量 集合 的 
秩 是 2 一 r* 十 1 (4= (4 ,5)). 

证 明 设 AX=4 的 一 个 解 为 8,AX=0 的 基础 解 系 为 
qs 则 BB 十 ,…,P 十 a,_, 均 为 AX=6 的 解 . 我 们 说 
它 是 线性 无 关 的 ， 


若 有 :kB 十 > (8+a)=0 


即 有 : 0 必 有 hh 
否则 ,有 8 可 由 w ,as,…,ow ,线性 表示 ,因而 是 AX=0 的 解 ， 


这 是 不 可 能 的 .进而 得 Som0, k=—0—=>~ k=0 

再 设 ，. 7 为 AX==5 的 任意 一 个 解 ,由 则 YB 是 AX=0 
”的 贸 , 因 而 可 由 基础 解 系 om ,az ，… ,a ,i 线 性 表示 . 
7 7pB=hathat "th 


y 一 8 十 Okim= (1— Oh)B+ 2 kB+e) 
故 B,B 十 a ，,… ,BB 十 a,_; 是 AX==4。 的 解 集合 的 极 大 无 关 组 . 因 
此 得 证 . : 
* DO4。 


(2) 设 B pp- 为 4X=8 的 解 集合 的 极 大 无 关 


一 十 ] na 一 r 十 ] 
组 , 则 2 B; 二 7 为 4X 一 0 的 解 所 -> 2 k=1 
nr 十] # 一 r 十 1 
证 明 一 = ”= 2 kB.=( 2 有 有 
xn-r 十 ] 
十 2 kB— BI) 
nr 二 nr 


则 之/ 和 Bi 为 4X 一 b 的 解 , 27 =1 


. -7 十】 
一 一 一 当 之 ， R&R; 一 上 时 ， k=1— ko—"**—hk, 


划一 他 十 和 一 六 十 1 
/ 一 之 ， Ai 一 (1 一 已 一 … 一 天 1)B 十 2 kp 
n~—r 十 】 : / 


二 Bi 十 2 ki(B;— 1) 
即 7 为 AX=5 的 解 / z 
(3) 设 忆 ,8 为 4X= 的 “基础 解 系 "( 即 解 集 
合 的 极 大 无 关 部 分 组 ), 则 Bs 一 ,Bs 一 Bi，… Bi 一 
为 AX=0 的 基础 解 系 . 
证 明 p, 一 ,B, 一 Bi,…,B,wt1 一 Bi 为 AX 一 0 的 解 ,车 


.nr 十 ] 好 一 -大 十 - ] 其 一 -< 十】 


有 名 (BB)=0， 一 > 一 各 hB+ 和 B= 
必 有 k;=0,， j= 2 ,3 ,7 一 7 十 1 
: . 5 日 


4X= 0 的 解 空间 是 + 维 的 ,所 以 所 一 B，…,8， 一 局 为 
4X=0 的 基础 解 系 . 

”同样 B 一 Ba, 一 Bs，…,B, 一 B,- 洲 亦 是 AX 一 0 的 天 ， 
础 解 系 ) 


五 .关于 解 线性 方程 组 的 逆 问 题 


以 前 我 们 研究 了 已 知 线性 方程 组 求解 的 问题 ,现在 我 们 
来 讨论 已 知 解 去 求 线性 方程 组 的 问题 

先 看 齐 次 线性 方程 组 的 情况 . 

命题 1 设 n 维 向 量 组 @= (44,… a)， 

;一 1;2,…,s 线性 无 关 . 令 


Ql 
/ 2 AX 一 0 的 基础 解 系 为 Bj 一 (bi ，… ,bn) 
A= ， 一 . i i 2 
: | J 一 1 2 用 一 3 
QU, 


少 
by 
| 


: 则 当 且 仅 当 形 如 齐 次 线性 方程 组 


8，， z 
BX 二 0 的 基础 解 系 才 是 ay ,as'，… ,as 
性 Mo 党 


证 明 “* AB/=0，.…AB'~0<>BA'=0 
。 即 4 的 列 向 量 ( 即 4 的 行 向 量 w) 为 BX= 0 的 解 . 秩 4 
一 s， 秩 B==n 一 s, 故 结论 成 立 . 
。 注 ; 任 给 向 量 组 ai,a,…s0s 其 极 大 无 关 组 (可 设 )aisa,， 
… ,a 总 是 存在 的 , 则 以 原 向 量 组 为 解 的 齐 次 线性 方程 组 总 是 
存在 的 ,并 且 可 以 按 命 题 1 的 方法 求 出 来 .这 里 答 娄 不 是 叭 
一 的 . | : 
”命题 2 设 向 量 组 ww= (anyany… am)， i 一 1, 2 
“线性 无 关 , 且 以 一 a,0 一 a.,… ,a 一 6 为 基础 解 系 的 齐 
次 线性 方程 组 为 ”BX 二 0, 这 里 BB 为 (w 一 t 十 1) Xn 和 矩阵. 
则 当 且 仅 当 形 如 线性 方程 组 ”BX= Ba' 的 “基础 解 系 ” 才 是 
向 量 组 wwe 

证 明 BCa 一 ws) 二 BCC@ 一 a) 一 (ga)y 
~—B(a—a)' -Bla—a) =0—0=0 

MN Ba’— Ba =0; Ba = Ba, 
此 即 ef 为 线性 方程 组 ”BX Baer 的 解 

同 理 ,zs,… ,a, 均 为 方程 组 BX 一 Bo 的 解 ， 反之 , 亦 

这 里 管 案 不 是 唯一 的 . 


注 : 并 不 是 以 任意 向 量 组 为 骨 的 线性 方程 组 部 是 存在 的 | 
。57 。 


六 .例题 


例 1 设 秩 A,x,=r, 则 存在 秩 为 x 一 + 的 阶 矩 阵 B 
和 C, 使 AB=0，CA=0. 四 

证 明 齐 次 方程 组 ”AX 二 0 的 基础 解 系 为 

6 | 

令 和 矩阵 B= (60 号 ) 其 中 (j= 二 
一 r 十 1，…,71)、 是 和 6 的 线性 组 合 , 则 有 AB=0 

同 理 ,存在 也 ,使 4'D=0， D A=0, 令 DD 一 C, 即 
CA=0. : | 四 

例 ?两 个 mxXa 矩阵 人 与 巨 的 行 向 量 组 等 价 的 充 要 条 
” 件 是 :AX=0 与 BX 一 0 同 解 . : 


证 明 设 | 
: 4 pb 
/ 02 p: 
及 一 ? B= 


则 ”AX=0 与 BX 一 0 同 解 < 一 > 


. A Bb 
AX=0 5(,)x= 同 解 及 BX 二 0 与 | jz 同 解 


e DR。 


A : jyB 
> 从 一笑 ( ，) 及 次 B= 碳 ( 


< 之 bi 可 由 mq,… ,on 线性 表示 ， 
a; 可 由 Bi ,Ps，,… ,Bs 线性 表示 ， 
< 这 向量 组 ,wy,… ,0 与 P ,8:，…,p。 等 价 
例 3 线性 方程 组 AX=0 的 解 均 为 BX 一 0 解 , 则 秩 4 
之 秩 B. : 
证 明 设 秩 4 二 +r, 则 AX==0 的 解 空 间 W， 的 维 数 为 jy — 
r, 设 秩 已 一 9， 则 BX 一 0 的 解 空间 W; 的 维 数 为 n 一 s. 
WiCW， nn 一 7 守 n 一 s, 故 ?7 疡 s 
例 4 秩 4B=- 秩 B< 一 > 线性 方程 组 4BX 一 0 与 
BX 一 0 同 解 . 
证 明 BX 一 0 的 解 空 间 Wi, 属于 ABX ~ 0 的 解 空间 - 
W;, 由 例 3 知 , 秩 B 之 秩 AB, 但 秩 AB= 秩 B，. ‘Wi=W2. 
反之 , 亦 真 . 
例 5 证 明 齐 次 方程 组 AX=0 与 4'AX=0 同 解 . 
证 明 。 AX 一 0 的 解 量 然 为 4 AX 一 0 的 解 
又 A'AX=0, 则 X'A'AX=0, 即 有 (AX)'AX=0 
因此 必 有 AX= 二 0” .AX=0 与 A'AX=0 同 解 . 
推论 秩 44= 秩 4 | 
,5g ， 


可 

练习 题 

1. 证 明 : 当 秩 4=r 时 , 则 位 于 个 线性 无 关 的 列 与 > 个 
线性 无 关 的 行 交叉 处 元 素 所 成 的 4 的 > 阶 子 式 不 为 零 

2. 证 明 : 对 称 矩 阵 的 秩 等 于 最 高 阶 不 为 零 的 主子 式 的 

阶 数 四 

3. 求 出 分 别 以 向 量 组 @ 二 (1, 一 2,1,0,0)， 二 (1， 


一 2,0,1,0)， m= (5, 一 6,0,0,1) 及 向 量 组 B==( 一 1,1， 
/7 5 ， 工 py 
l],0,0), le 一 (10 为 解 的 齐 次 线性 亡 在 组 . 


3 
一 1,0)， 二 (一 1, 一 1,0,0, 一 1) 为 “基础 解 系 ”的 一 般 线 性 
方程 组 / 


4. 求 以 问 量 组 a 一 (名,0, 计 ,010)， a = (0,0,—1, 


答案 ， 
2 2 
人 ) 3 gs 3 
- To ws 一 0 - 
2 ,1] 1 人 
| Tama TT | 
5. 解 线性 方程 组 


00Oe 


TI 二 一 3 一 Z5 一 L 

| 一 T4227 x 一 

42z1 一 222? 十 623 十 3z4 一 475 一 8 

22 十 4zz 一 2Zs 十 4Z4 一 925 一 9 
6. 求 下 面 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 
(2x 十 Xx 一 ZX 十 Ty 一 3Xs 二 0 

$4 1 十 zz 一 3 十 zs 一 0 
Le 7Z5 一 0 


7. 设 se,…,s 是 齐 次 方程 组 4X 一 0 的 一 个 基础 解 系 ， 


1,… ,i 为 AX=0 的 个 线性 无 关 的 解 向 量 ,证 明 , 若 


过 s, 则 可 以 从 上 1 9 ”9 中 取 s—k 个 问 量 与 /A 一 并 构 


成 一 个 基础 解 系 . 


程 组 A'Y 一 0 的 解 空 : 间 正 交 (A 0) 


9. 在 实数 域 上 ,x 阶 方 阵 4 天 0,2 为 任意 向 量 
证 明 A'AX=A'b 必 有 解 ， 


(提示 : 秩 A 二 秩 44< 铁 (44， A'b)= 秩 A'(A， b) 


硅 秋 A') 


.61。 


第 四 章 答 阵 


| 自从 1858 年 卡 莱 (Coglcg) 建 立 了 和 矩阵 的 运算 ,矩阵 理论 

了 迅 速 地 建立 起 来 ,矩阵 现 已 是 线性 代数 中 最 重要 的 部 分 , 它 叶 
串 于 线性 代数 的 始终 ,可 以 说 线性 代数 就 是 矩阵 的 代数 . 矩阵 
也 是 处 理 高 等 数学 很 多 问题 的 有 力 工 具 . 


一 、 和 矩阵 坏 、 和 矩阵 空间 


和 抢 阵 的 定义 、 相 等 .运算 法 则 (加 、 减 . 乘 、 数 乘 ) 及 其 性 质 . 
这 里 ,要 特别 注意 矩阵 乘法 的 运算 定义 及 性 质 . 
4B=C， 说 明 C 的 第 i 个 列 向 量 是 4 的 列 向 量 的 线性 
组 合 , 其 系数 正好 是 B 的 第 i 列 .而 C 的 第 7 个 行 向 量 是 互 的 
行 向 量 的 线性 组 合 , 其 系数 正好 是 4 的 第 i 行 . 
数 域 P 上 所 有 mXn 和 矩阵 P”*" 对 于 和 矩阵 的 加 法 本 数 厂 ， : 
构成 一 个 PP 上 的 mXn 维 线性 空间 ， 
其 基底 为 E,,， i=],2y ,mMm, 7) 一 上 ,27 (;; 家 
示 第 i 行 第 j 列 为 1 ,其 余 元 素 为 零 的 矩阵 ) 
数 域 P 上 全 体 阶 方 阵 P"* “对 于 加 法 及 乘法 构成 一 个 
有 单位 元 ,有 有 零 因子 的 非 可 换 环 . 
例 1 设 矩 阵 4ux,， 则 4 是 左 零 因子 持 - 之 秩 A<n 
A 是 右 零 因子 寺 -> 秩 A=m 
证 明 . 只 须 证 左 零 因子 的 情况 , 右 零 因子 的 情况 类 似 . 
一 =~ 由 AB 一 0， A 关 0， B 关 0， B 的 列 向 量 ( 有 非 零 的 ) 
是 齐 次 线性 方程 组 4Z=0 的 解 ,4Z=0 有 非 零 解 , 所 以 ， 
se 0O2。 


秩 4<2 
~ 二 一 秩 A<n， 则 AZ= 二 0 有 非 零 解 , 所 以 ,存在 候 阵 中, 使 
AB 二 0,B 的 列 向 量 均 为 4Z 一 0 的 解 ， 且 B 了 0 
例 2 设 B.7 移 为 一 列 向 量 (或 叫 商量 ) | 
则 A8 一 7<=>7 为 4 的 列 向 量 的 线性 组 合 ,上 且 其 系数 为 B. 
P'B 一 7 < 一 >Y 是 B 的 行 向 量 的 线性 组 合 , 且 其 系数 为 8”. 
证 明 ”只 须 验 证 即 可 . | 
例 3 设 方 阵 A4= (ay),aj 是 4 的 第 j 列 ，B: 是 4 的 第 
i 行 ,e; 是 EE 的 第 i 列 ， 则 
(DAej;=a; ©@e';A= ph, (de'iAej= a 


O4| ， ， )= Ale; wei) 
JJ J 


《只 须 验 证 即 可 ) 
例 4 求证 ,对 于 任意 复 向 量 Z 均 有 2”BZ=0 的 充 要 条 
件 为 B=0(2Z* 表示 2Z 的 转 置 共 恩 ) 
”证 明 一 一 显然 z 
一 一 设 B=(6y), 取 2Z=e 十 Xe (2 为 复数 ) 
则 (ej; 十 Xe;)”B(e; 十 Ae;) 二 0 
e;” Be;=0,， er Be;=0 ( 题 设 ) 
有 Nhe’ Be;= ~ Ae! Be : 
即 有 Me Be; 二 一 Me; Be; (人 ec 一 e 
由 例 3 知 入 ;= 一 Wb; | 
取 4==1， 4==i 可 得 bi 二 一 bj; 号 bi = bj 
. 63 . 


从 而 ， Vi,j 有 5 二 0, 即 B 一 0 
一 矩阵 的 分 块 


把 矩阵 分 块 是 处 理 高 阶 矩 阵 的 有 效 方法 ,矩阵 分 块 的 标 
准 是 使 矩阵 块 可 以 运算 ,在 进行 分 块 算 阵 的 运算 时 ,一 般 可 以 
“把 矩阵 块 当做 抢 阵 的 元 素 一 样 来 进行 运算 , 热 练 掌握 分 块 抵 
阵 的 方法 ,对 于 处 理 许 多 和 矩阵 问题 是 很 有 帮助 的 . 
设 AEP"””"”，BEP™%*， 对 A 与 B 进 行 分 块 : 
A Az … 41fB Ba … Bo) (Cy Ce … Cr 
Asl A » A | Po ba » B,, 四 Cs Cop (> 


芝 刘 和 和 


A As- 4 LB， B, » B Cs C, CC 
其 中 ， 块 hi 是 miXwj 阵 GG=1,2,…,t， j= 二 1,2, 呈 ,3)， 
Ba 是 nj;X pi 滤 阵 Qj 二 1 ,2,…,s， E112, ,7), CC 一 
AnBu 二 AwBza 二 … 十 A;Ba. 这 里 ,十 … 十 一 7 

册 十 2 十 一 十 4, 一， 力 十 pz 十 一 十 Pp 二 d. 


A :A fA A 
4 一 | ，、。 4 一 , 
A 4 A A 
: A 4 、 、 
例 5 车 4=| 下 a) 这 里 A1,Awz 为 方块， 


则 1A1=|A1|。 | A | 
证 明 ”只 须 按 A11 所 在 的 列 应 用 拉 普 拉 斯 定理 展开 
” 即 得 . z z : z 
例 6 当 方 块 |41| 关 0 或 |Aw| 关 0 时 ， 求 
4 一 ( ”“ 半 的 行列 式 
42 A, 


.64 ， 


解 ” 当 |An | 关 0, 以 一 4AwA7i' 右 乘 4 的 第 一 行 加 到 第 二 
行 上 去 , 即 相 当 于 


E, 0 14 Asy (A A,, 
人 狼人 人 = 人 网 
cn 分 别 为 411,Aw 的 阶 数 ) | 
两 端 取 行列 式 141= 1A4n1。， | Azs— Az An A | 
同样 , 当 |Azs| 关 0 时 ， 14|= |A»l 1 4 一 4242 42 | 

例 7 当 |Aul 关 0 或 14wz1 隆 0 时 ， 求 

A A 
-|( 和 的 北 短 了 
解 由 上 |A,| 关 0 


| Ei 0 )( = 人 (全 2 ) 
—AyAn! Ewl\As Az/ ‘0 Aw— AnAn A 


下 (人 人 本 
\—AnAn! Esl\An 4o 八 0 Es 


a 

0 42 一 424i 4 

(人 =( EI 0 )( 0 )( 人 
42 A,» Ay An E,, 0 A»—Az dn A 0 了 2 


人 和 人 0 )( Eb,, ) 
- 0 EF, 0 (hzo—AzAii Aha) \ AnAn Eo 
E, ~—AniAisy /A 0 bE, 0. 
-( 0 E,, | 0 | ) 
通过 计算 可 得 / 
类 似 地 方法 , 当 142z| 关 0， 亦 可 求 出 4 
。 66D 。， 


(> ‘*) = 
A Aw) 

E, OV /An—AdAziAa)! 0 VE ~A,Ai! 
(a z_)( : 0 a E,, ) 


例 8 若 A、B.C 均 为 n 阶 方 阵 , 且 4C=C4， 
则 | 中 -ap-ca 


证 明 车 4 为 满 秩 , 由 AC= CA 得 CA 一 A-~'C， 由 
前 面 的 例 有 : 


(oa zj(< 站 =-(” ee 
本 了 行列 式 


。 p= 。 gl- |4l' Ip~C4™ Bl=|4D~ACA™'B|=|AD-CB| 
4 D-CA4-'B 
若 4 降 秩 , 当 4 适当 大 ,A 十 XE 恒 为 满 秩 ,由 CA=AC 可 得 


(A 十 4E)C 一 C(A 十 4E) ,由 刚才 所 证 可 得 


A 二 + 全 ? = |AD \ AD—CB 
pl- aptp-ca 
这 是 关于 4 的 恒等式 , 令 4=0, 有 
A 五 
| =1AD-CB 
C D 


例 9 利用 分 块 矩 阵 证 明 14B8B|==|4||B1 

A OE B A AB 

证 明 (2 a)(o =( 风 

“上 式 相当 于 对 ( “。 的 列 施 行 若干 次 消 法 变换 ,所 以 有 


e。 060。 


A 0 A AB 
Ts -| Le 
两 问 均 以 后 x 列 运 用 laplace 定理 展开 得 ， 
[IAl.: |BI=|AB|IC(—1) tt"+%|—E| 
=|ABI. (一 D)2 + 一 148| 
A Y 
例 10 求证 | xr 。 
其 中 X’= 二 XX' (x yy ) 
Y 7 一 (yi ,yo,… ,ys)， 4' 为 4 的 伴随 矩 除 
证 明 当 4 非 奇异 时 ， 


| E.. (4 =- 人 Y 
— XA-! 1/ 八 X7 0 0 一 X74-1Y 


一 一 X 4 六， 


两 端 取 行列 式 
zi- [A|(-XAIY)=—XTA"Y 
x 0 0 -YA-'Y| 


当 4 奇异 时 , 议 w 为 4 的 特征 值 中 绝对 值 最 小 者 ， 
0<e<<4， 14 十 eB| 关 0, 由 上 面 证 明 有 


及 沁 ~——X'(A-+eE)Y 

.Gi 0 |. , 
两 边 为 关于 的 连续 函数 , 令 e 一 一 0 得 
4 了 

4 中 -ar 
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三 、 初 等 矩阵 


音 法 拭 阵 
l *, 


PO(R))=| ， kk .|G 行 ) 4 入 0 
肖 法 和 矩阵， 


加 


上 ,. 


统称 为 初等 矩阵 
2. 性 质 
《1 初等 矩阵 均 非 奇 异 ( 非 退 化 ); 初 等 矩阵 的 赣 矩 阵 仍 为 
初等 矩阵 ;初等 抢 阵 的 转 置 矩 阵 仍 为 初等 矩阵 
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证 明 |PGi,7 站 |== 一 1 关 0， |PGG))|=k 关 0， 

1PG iD 一 1 天 0， P71(i, N=PG,)) 

PGCD) 一 一 PCC))， PCDD) 一 PC 一 个 ) 

P71Gi,))=PG,))), PGCE)) 一 PCG(E)) 

Pli,7(k)) 一 己 CJiCR)) 

(2) 对 矩阵 4wx, 的 行 ( 列 ) 施 行 初等 变换 相当 于 在 4 的 左 
( 右 ) 边 乘 上 相应 的 初等 矩阵 Pxm( 或 Psxa) 

事实 上 ,PGi,j)A( 或 4PG 7) 相当 于 4 的 第 i 行 ( 列 ) 
与 第 j 行 ( 列 ) 对 换 ,P(i,j7)AP(i, 门 与 4 合同 .相似 、 正 交 
相似 . 
: PCGCk))A( 或 AP(i(k))) 相 当 于 4 的 第 i 行 (或 列 ) 乘 以 
k,PCCkR)) APCGC(R))S A 合同 ,但 不 相似 . PGCG))APG 
天 )) 与 4 相似 . 

PCe))4( 或 4PGi， jiD)) 相 当 于 把 A 的 第 j 行 G 

列 ) 乘 以 加 到 第 i 行 (Gj 列 ) 上 去 ， 

PCG,j(k))APCI, i(k)) 与 4 合同 

PG,jG))4PG ,7 一 由) 与 A 相似 . 

《3) 方 隆 4 非 奇异 的 充 要 条 件 是 4 等 于 若干 个 初等 矩阵 
的 乘积 . 

(4) 矩 阵 4 与 8 等 价 的 充 要 条 件 是 秩 4 秩 如 

(5) 秩 hx 一 < 之 存在 非 奇 异 阵 Pnxm 与 Qux， 


也， | 
使 PAQ=(“” 。)  ( 称 为 矩阵 4 的 等 价 标准 形 ， 
| E, 0 
证 明 “对 4 的 行 及 列 施行 初等 变换 总 可 化 为 | 
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E, 0 
3 ,P,Q 是 非 林 弄 的 ,使 PAQ=( 0 ) 


P,Q 均 为 若干 个 初等 矩阵 之 积 
3; 例题 : 
例 11 设 和 矩阵 Ax, 的 秩 为 r, 则 对 4 施行 行 初等 变换 
(或 列 变换 ) 可 使 后 m 一 + 行 ( 或 后 xn 一? 列 ) 化 为 零 . 
证 明 ““ 秩 4=+， 存在 非 奇异 阵 Pnxmn， Qu 使 
E. 0 E, 0 1E, ON\/QN AQ 
{= 0» 小 Za J) -( (a)-() 
E, OV /PN\'/E, 0 
4 一 | 0 ,)=(p |) (, =P 
P,Q@ 均 为 初等 矩阵 之 积 
例 12 证 明 : 满 秩 矩 阵 4 可 施行 行 (或 列 ) 初 等 变换 将 其 
化 为 单位 矩阵 E.。 / 
证 明 …4 非 奇异 ， .存在 A i', 合 Ah-'=A™'1A 一 EE 
4-! 非 奇异 ， 4A-! 等 于 初等 矩阵 之 积 . 二 
A-14 二 EE 表示 对 4 的 行 施行 初等 变换 可 化 为 巨 
AA"! 二 EE 表示 对 4 的 列 施行 初等 变换 可 化 为 
例 13 设 n 阶 方 阵 4 的 秩 为 7， 则 4 相似 于 一 个 后 n—r 
行为 零 的 'n 阶 方 阵 ， 


证 明 由 例 11 ,存在 满 秩 阵 尸 使 P4= [9 


or 


e TU. 


四 .矩阵 的 运 算 与 矩阵 秩 的 关系 ， 
”矩阵 的 满 秩 分 解 


算 阵 的 秩 是 矩阵 本 身 的 性 质 ， 得 好 有 关 生 阵 和 的 知识 | 
对 解决 某 些 矩阵 问题 是 很 有 效 的 . 


(1) 气 阵 4。x* 的 秩 等 于 > 的 充 要 条 件 是 存在 秩 为 ， 的 两 
个 矩阵 M， No 使 A 一 MN 


证 明 ”= 一 由 例 11, 秩 Moxr 一 ”， 则 存在 非 奇异 矩阵 
Paxm, 使 M 的 后 m 一 + 行 化 为 0， 即 


b, 
PM=| 0 ) 9 已 为 7 阶 非 奇异 阵 . 同 理 ,存在 nn 阶 非 
- C 
奇异 阵 Q， 使 QN" 一 ( “) ， 1C.| 才 0, 于 是 


‘PAQ’ = PMNQ’ = (PM) (QN’') = (5 Ke 0) = 
人 

0 0 
1B8,C7 | 关 0， 秩 PAQ = 秩 A 一 r | 

一 =>~ 秩 4=,，” 由 初等 矩阵 的 性 质 @@， 和 存在 非 奇 异 阵 


Q 使 ao-(E ] 
mxXnN? a / 0 0 z : : 
进行 分 块 处 理 , 令 P- = CM,aM)， M 为 + 列 阵 ， 


o--(v)， N 为 rxn 矩阵 , 秩 M= 秩 N=y 


ap oan me ©")(Y)=muw 
则 A=P 0 oj MM op)™? 


oe 7 了 7] * 


”成 的 . 


必要 性 的 第 二 种 证 法 ， 

对 矩阵 A 的 行 施行 初等 变换 化 为 行 等 价 标准 形 B. 使 B 
的 后 m 一 + 行为 零 , 且 B 中 有 +r 个 互 不 相同 的 单位 列 向 量 . 即 
存在 x 阶 非 奇异 矩阵 ,使 

B, / 人 

PA 一 B 一 ( ,其 中 夯 为 rx 矩阵 ,再 对 B 的 列 施行 
交换 使 其 中 ~ 个 单位 向 量 列 位 于 前 面 . 

即 存在 x 阶 非 奇异 阵 @, 使 ”BQ= | 5 


E,.， ”) 
0 0 


路 下 


EN\ 
pAQ=BQ=| -| 0 ) (E, . D) 


A=P"!\( ， ) (E,,D)Q™'—MN 


这 里 ， M=P( N= (ED)Q- 一 B 
M 即 是 由 A 中 的 与 了 3 中 > 个 单位 向 量 列 对 应 的 列 组 


显然 , 秩 AM 一 一 秩 N 
例 14 对 4 进行 满 秩 分 解 
一 上 0 1 2 
1 2 一 1 1 
2 2 一 2 —1| 
一 2 一 4 2 一 2 
解 对 4 的 行 施行 初等 变换 化 为 标准 形 B 


A= 
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1 0 1 一 ? 
3 
|9 1 0 5 
0 0 
0 0 
~] 0 | | 
1 0 一 1 一 2 
1 ‘2 
i 4 一 
则 . 2 |, 0 | 
z 2 
—2 一 4 


我 们 说 ,矩阵 的 满 秩 分 解 ,不 是 瞧 一 的 .但 有 ， 
车 有 A 二 MN, 又 有 A 一 GF , 则 存在 Q,x， 
使 M=CQ，MNM=Q-F 
事实 上 ,MN=GF,， MNN” 一 GFN”,， 
秩 和 NN*== 秩 N 一 r， NN 为 非 奇 异 的 . 
M=GFN(NN) -= GQ 
其 中 ,Q1 二 FNHCNND)” 
同 理 可 得 ,N 一 (M*M)-~1M*GF 一 QsF 
,二 (MM) MG 
MN=GF=GQQ,F 
GH(GF)F*—GHGQIQFF 
得 五 =QQ: 右 所 QA=Q， 则 QQ 一 Q&， 
| "A / 
(2) 秩 4 | 1<> 秩 4=?2 一 1,(4 为 4 的 伴随 矩阵 ) 
0< 一 之 秩 A 二 n 一 1， 
证明 充分 性 : 若 秩 4=>， 则 4-= 一 [4 
14'1=|41“! 关 0， 所 以 秩 4 一 ) : 
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震 秩 .4=72 一 1， |41|=0， 
aii4n 十 az4pz 十 … 十 an4n 一 0 - 
又 有 ai 十 ap 十 … 十 an 一 0 G7) 
即 4* 的 列 向 量 均 为 4X=0 的 解 ,而 齐 次 方程 组 AX==0 的 
解 空 间 是 一 维 的 . A" 中 有 非 零 元 , 故 秩 4* =1 
若 秩 A<<n 一 1, 则 4j=0， 故 秩 4A* 一 0 
“必要 性 . 厂 秩 4 一»， 则 |4*|= 二 |A|1”i 郑 0， 
.|4| 和 关 0, 即 秩 4 一 7 四 
若 秩 ,4 =1，141=0， |14|=0, 存 在 4sz0， 所 
”以 秩 4 一 2 一 二 站 
车 秩 4 =0， 则 4;=0，14|=0，…… 秩 4<x 一 1 
(3) 秩 (4B)<min( 秩 4A, 秩 B) (证 略 ) 


4 0 
(CD 秩 ( 一 秩 4 十 秩 本 (证 略 ) 
(5) 秩 (4,B) 云 秩 4A 十 秩 BB- 

证 明 (E 六 的 一 (4 py 

TT\o Bl  ” 


| A 0 
。 秩 (4,B)< 秩 (” 。)= 秩 4+ 秩 B 
(6) 秩 (4 土 B)< 秩 A+ 秩 B 
, z 证 明 设 秩 `A,x, 一 +, 秩 Bunxn=s, 
由 (1) 知 , 4 一 AM No， B=GnxsHsx 


| N 
“A+ B=MNGH=(M, )( 
十 £GH= MO 


由 第 3， 秩 (A 十 8) 志 秩 (M,G) 志 秩 MW 十 秩 G=rs— 
秩 4 十 秩 B : 

: (7) 秩 4B>> 秩 4 十 秩 有 一 B 的 行 数 . 
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证 明 设 秩 4 =, 秩 Bxs=t 
则 存在 非 奇异 知 阵 P,Q， 使 PAQ=( 0) 
PAB=PAQQ"'B= (~ Jog= (~ jc 可 
(= 人 
(“)= 秩 Ci 之 身 C 一 (n 站 一 牧 C+r 一 n= 英 B+ 牧 A 


这 样 , 秩 4B 的 范围 ， min( 秩 4， 黄 B) 之 秩 4B 
宇 秩 4 十 秩 B 一 B 的 行 数 . . 
下 面 我 们 给 出 AB 的 确切 秩 . 
(8) 秩 4B= 秩 B 一 维 数 (B 的 值 域 人 站 4 的 核 ) 
: ”二 秩 4 一 维 数 (4' 的 值 域 门 孕 的 核 ) 

证 明 我 们 说 ， Bx 是 线性 空间 R' 到 R* 的 线性 映射 ， 
4 是 R" 一 一 R" 的 线性 映射， B 的 值 域 BCRD) SR， 
4 的 核 4 (0)=- N(4。x)SR"， 4ox* 也 是 BCRD) 到 R" 
的 线性 映射 , 即 四 


4(CBI : ER” 
zs ym) 
其 值 域 为 4B(R'), 设 Z 属于 其 核 ， AZ=0; 
ZEB(R)CR", 存 在 ZIER', 使 Z=BX,,ABX,=0 | 
所 以 ,4 的 核 为 N(A)==B 的 值 域 门 4 的 核 .后 面 的 A 看 
作 是 R" 一 一 R” 的 线性 变换 . | 
但 我 们 知道 :一 个 线性 变换 的 值 域 的 维 数 与 其 核 的 维 数 
的 和 等 于 原来 线性 空间 的 维 数 . 
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所 以 , 维 数 BCR')= 维 数 A4B(CR') 十 维 数 (B 的 值 域 门 4 
的 核 ) 
即 , 秩 B= 秩 4B 十 维 数 (B 的 值 域 几 4 的 核 ) 
故 , 秩 AB== 秩 B 一 维 数 (B 的 值 域 门 4 的 核 ) 
同 理 ” 维 A'(R") 二 维 B'A'(R") 十 维 (A' 的 值 域 人 站 B' 的 核 ) 
即 秩 43= 秩 4 一 维 (4' 的 值 域 站 已 的 核 ) 


(9) 秩 Chuxe 十 Bux) 一 秩 4 十 秩 B 一 维 数 (( “) 的 值 域 


N (EE ,EE,) 的 核 ) 一 维 数 (4 的 值 域 门 B' 的 值 域 ) 
证 明 应 用 上 面 的 结论 
(E,,E )( 0)=A+B 
"En)\ ) 


/ 懂 (4 十 也 一 秩 ( 4) 一 维 数 (( ) 的 什 域 CE。,E。) 的 入 


而 , 秩 ( 4) 一 秩 (47,8") 一 维 数 (CA",B") 的 什 域 )- 
一 维 数 (A7 的 值 域 十 B” 的 值 域 ) 
一 维 数 (47 的 值 域 ) 十 维 数 (B" 的 值 域 ) 
一 维 数 (A” 的 信 长 3 的 值 域 ) 
代入 即 得 证 . 
(10) 秩 ABC 实 秩 4B 十 秩 BC 一 秩 B 
这 里 ,4 为 mXn 和 矩阵 ，B 为 xXs 阵 ， C 为 sXz 阵 
证 明 设 秩 B= 二 7, 则 存在 秩 为 x 的 矩阵 lx 及 Nx 
使 B=MN + 
秩 ABC= 二 秩 AMNC 
之 秩 AM 十 秩 NC 一 NC 的 行 数 
二 秩 AMN 十 秩 MNC 一 秩 B 
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二 秩 4B 十 秩 BC 一 秩 B 
(11) 车 4B=- 0, 则 秩 4 十 秩 Bn,。 这 里 A 为 mXn 算 
阵 ,B 为 nXs 和 矩 阵 , : 
.， 证 明 0= 秩 4B>> 秩 A 十 秩 8 一 B 的 行 数 
“和 秩 A 十 秩 已 过 7 
(12) 若 P.Q 均 为 可 逆 矩 阵 , 则 秩 AP= 秩 QA4= 秩 4. 
(13) 若 G 为 列 向 量 组 线性 无 关 的 矩阵 ,万 为 行 向 量 组 线 


无 关 的 矩阵 , 则 秩 GA= 秩 4H= 秩 A4 


证 明 设 A4x,， 而 Gxs， 秩 G=m, 对 G 施行 行 初等 
变换 可 使 G 的 后 ;一 m 行 化 为 零 . 即 存在 非 奇 异 阵 P,x， 使 
Gy /GY /GA 
Po=| 中 PGA=| 4=| 0 )， 
秩 ”Gi 二 z | 
所 以 ， ,和 (CA- 秩 (PGA)= 和 4 秩 4 
辣 理 : 秩 4 已 = 秩 4 
例 15 设 和 4 为 n 阶 方 阵 , 证 明 ， 秩 (A")== 秩 (4r+D 一 … 
证 法 一 “车 14| 尖 0, 则 A,A?,…,A",A"+!.。 的 秩 均 为 n 
若 
141=0， 则 n 宇 秩 4 之 秩 4 之 秩 4: 宇 … 之 秩 (4") 之 秩 
(4z*+1) 之 0. 
因为 小 于 的 非 负 整数 只 有 ) 个 ,所 以 上 面 不 等 式 中 必 


“有 两 个 是 相等 的 : 秩 (49 王 秩 (44t+ (RE 有， i 宇 1) 


则 有 秩 (4)= 秩 (4…) 一 … 一 秩 (4 一 ) 
秩 C44+H+D) 一 秩 (4444) | 
宇 秩 (A*A4') 十 秩 (AA') 一 秩 A 
一 秩 A* 十 秩 A* 一 秩 A* 二 秩 A* 
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又 发 秩 At +1 之 秩 A， . 秩 针 证 1 一 秩 A* 
用 归纳 法 可 证 得 | | 
/ 秩 4 一 - 秩 A*+1 二 … 一 秩 4 ”一 秩 At+titl 
因为 kn%， 故 必 有 秩 A"= 秩 4” 一 
证 法 二 

秩 4 一 秩 4 ， 则 :4X= 0 与 A*+'X=0 同 解 . 
由 此 可 推出 A*t1 久 一 0 与 A*+2¥--0 同 解 . 

“事实 上 ,44+X=0 的 解 是 4442X=0 的 解 

反之 , 设 44+2X 一 0 的 解 为 Xo， 有 A*+?X 一 0 
即 “AX。 为 4+'X=0 的 解 ， 则 4X。 亦 为 44X 一 0 的 解 ，， 
即 444Xo=:0， 即 A*+1X。 二 0 

因此 ， 秩 A“*1 二 秩 A*+2 

同 理 秩 信 一 秩 1 一 秩 A*1?= 区 4" 二 我 A"! 


例 16 若 p 个 阶 方 阵 之 积 为 零 ， 即 4 4:…. 一 0 . 
则 ” 秩 Al 十 秩 A, 十 … 十 秩 4, 委 (2 一 Dn 人 
“证明 0= 秩 (41A4,… 有 A,) : 
之 秩 Al 十 秩 (A,A;… A,) 一 nn 
之 秩 hi 十 秩 As 十 秩 CAsA4…A,) 一 2n 
之 秩 4, 十 秩 As 十 … “十 秩 A 一 《p 一 Dn 
“ 秩 4 十 秩 4: 十 … 十 秩 4 一 I) 
例 17 > 阶 和 矩阵 4， 适合 A 一 EE( 这 时 称 4 为 对 合 拓 
阵 ) 则 - 秩 (E 十 A) 十 秩 (E 一 一 4) 一 7 
证 明 “*(E 二 A)(E 一 A) 一 E 一 A 一 0 
则 ” 秩 (E 十 4A) 十 秩 (E 一 A) 和 < 
又 秩 (E£ 十 A 十 E 一 A)= 秩 2E 
“78 外 


一 1 革 秩 (E 十 A) 十 秩 (E 一 和 A) 
。。 秩 (E 十 4A) 十 秩 (E 一 A)= 二 n 
例 18 了 阶 乍 阵 A 的 秩 小 于 nn 一 1， 求证 对 于 任意 4 元 
列 向 量 x 与 "， 和 矩阵 4 十 uv' 均 奇异 四 
证 明 “… 秩 (zx ) 委 秩 x 和 1 
又 ” 秩 (4 十 uv) 三 秩 A 十 秩 (wv )<n 一 1 十 1 一 —n 
iA 十 wv | 二 0, 期 A 十 uv’ 奇异 
例 19 设 和 矩阵 4,x,， 求证 
秩 (E, 一 A4) 一 秩 (E, 一 A'A)=s 一 n 


证 明 作 算 阵 
bk, A 
B=( ~): 对 B 施 行 初等 变换 ,相当 于 : 


本 A\/ E 0 /EAA' 4 
(4 z) (i 中 一 0 辣 
E OE A\ /E 4 
有 
秩 且 =- 秩 (有 44? 十 一 秩 (已 一 44) 十 s 
秩 (E, 一 AA') 一 秩 (E, 一 A'A) 二 s 一 有 


五 、 迹 矩阵 
1. 左 逆 宅 阵 ( 右 赣 和 矩阵 ) 
-定义 “车 Bo。4xs=- 巨 ， 则 称 刀 为 4 的 左 道 矩 阵 , 而 

4 是 刀 的 右 道 矩 阵 . 
性 质 “矩阵 4A,xs 存 在 左 逆 阵 ( 右 逆 阵 ) 的 充 要 条 件 为 4 
的 列 向 量 组 ( 行 向 量 组 ) 线 性 无 关 , 且 4 的 左 ( 右 ) 逆 矩阵 唯一 


”的 充 要 条 件 为 4 的 行 ( 列 ) 也 线性 无 关 , 即 4 为 非 奇 异 方 阵 


全 了 了 9。 


证 明 存在 性 -<= 一 A 的 列 向 量 组 线性 无 关 . 
秩 A4'4= 秩 A4=A 的 列 数 . 4'A 非 奇 异 , 存 在 (4'A)” 
取 B=(4'4)-'4'， 则 BA 二 E，B 为 A 的 左 道 阵 . 
一 二 B 为 4 的 左 逆 阵 ， BA= El 
则 == 秩 瓦 == 秩 BA 二 秩 4A 志 列 数 上 … 秩 4=A 
因此 ， 4 的 列 向 量 组 线性 元 关 . | 
证 唯一 性 : 若 有 BA 二 Ei， BA= EE. 
则 B=Bs< 寺 > (Bi 一 B:) 一 0 后 之 (Bi 一 Bs)4 一 0， 4 不 是 
右 零 因子 <> 秩 4 一 n， 但 秩 A=k， .kn， 4 为 非 厅 
异 阵 . 四 
2. 逆 和 矩阵 | 
(1)n 阶 和 矩阵 4 可 逆 的 充 要 条 件 有 : 
QO 存在 方 阵 8B， 使 ABBA 二 E， 记 B=A4"'， 
加 4 非 奇异 ( 非 退 化 ;， 即 |Al 关 0， 
(3 秩 4 一 7， 
@A 的 特征 值 全 不 为 零 ， 
加 A4 等 于 若干 个 初等 矩阵 之 积 ， 
《2) 求 道 矩阵 的 方法 
QO 公式 法 | | 
AX=E, A(X),X;,*…X,)=— (eles sen) 
AX,=e,, i=],2,"…,7 


sa $0 。 


[> : 


si 
一 


A 
设 阶 方 阵 4= (a,, 站 的 伴随 矩阵 
A A 和 … A, 
4 A 机 A,, 
A ~ 香 昌 各 各 二 昌 卫 兴 只 
人 4 机 A,, 
这 里 4,; 是 a 的 代数 子 式 
则 有 AA* 二 4* A= 1AIE， A 和 A =X 
加 初等 变换 法 ”| / : 
看 4 可 道 , 则 对 4 的 行 及 列 施行 初等 变换 可 以 化 E 
单位 矩阵 , 即 存在 若干 个 初等 矩阵 P,Q， 使 
QQ “QAP,P, "Pi=E 
A= QQ Qi “0 Pr ‘Pai “Pr 
4 = (PP P) (QQ )= BC 


这 样 , 对 矩阵 ( 0 施行 初等 变换 化 为 ( 0 
算出 BC= A | 


B.C 亦 可 一 次 求 出 ， “CAB=E， CEA(—E)B=—E 
4 一 C (~—E)B I(—E), A-!=BC 


对 怎 阵 ( “。 “ ) 进 行 初等 变换 化 为 


e。 SI。 


B 0 0 BC 
.a 
EC -下 C | 


3“ 行 ”初等 变换 法 

若 4 可 逆 , 对 4 的 行进 行 初等 变换 可 以 化 为 单位 湖 阵 ， 
即 有 QQ 1…Q14 一 E， 其 中 心 为 初等 矩阵 - 

A=Qi'Qi'Q;!, A =-Q. Or Qi 

这 里 只 须 对 矩阵 (4 ,已 ) 的 行进 行 初等 变换 化 为 ( 刁 ,C)， 
即 可 求 出 4 一 一 : / 

QO* 列 ”初等 变换 法 

列 变换 


同上 的 道理 ,对 (“) 一 (7) , 则 4™'=-D 


《37 有 关 性 质 | 
DAB)'=B'A 四 04) 一 (4 

图 14|=14I 图 4 一 047 
O47 =4)"' 国人 4 六 一 14 全 4 
4-=14 四 

这 里 只 证 与 @， 其 余 的 自己 证 明 
中 的 证 明 : 设 4= (ab) ,万 = (bs )， AB=—G= (g, ) | 


5 一 也 anby， GC" 的 第 1 行 第 j 列 的 元 素 为 C; 
z ] ,… 0 


Ci=-( 一 1) 和 det c( 
1 ,… “一 上 十 1 


1， 7 一 1,7 千 1，…， 1 

六 ， hos, ) 
h,,*…,， z hi 

li : 


z —(— Di det A 
h,,， 
det B( 
1， 


。82 。 


(Ai ,天 -是 ] ,2 ，……7? 中 有 取 1 一] 个 的 组 合 ) ， 


. ] ”9 一 1， 十 1，…， nn 
= 一 Dodet A( 站 ) 


&， | 3 , .7 
2 ， 了 。 i 
(—1)+1det B( 四 ) 
. 1， "1, 二 1， i 
, 1， "ey 一 1】， 十 1， 2 
+ 十 (一 Dodet A( ) 
: ] ， Li 7 一 上 
1， | pA n—l1 
(—1)'T"det B( | ) 
1， 1 十 1 ,…， 好 


= 这 4nBu 
此 即 B* 之 第 ; 行 与 4* 之 第 ; 列 相应 元 素 乘积 之 和 ， 
所 以 (45) =G 一 5 4 四 
昌 的 证 明 : 若 14| 和 关 0， 则 4 天 0， 4 一 1414-1 从 
而 ， : 
CA) =|A° 14)1= 1A AIA-)-! 
=|4|l" 141™"'4=|141™’4 四 
若 14| 二 0， 则 秩 A* 过 1， 从 而 C4)" 二 0， 这 时 , C4") 
144, 亦 成 立 
例 20 nz 阶 方 阵 A= (a;;) 
则 deta(" =lal" RA 式 A( 有 


¢1 Ll» 和 


特别 地 » Aij~ailA MW ,这 里 ,4, 是 A; 在 A 中 的 代数 余 


解 -可 以 假设 det 4 | 
jn | 


ji J 六 者 


?1 i» 


“位 于 4 的 左 


se。 83. 


A A Anm 0 0 
Uln 
1 "| A 4 A 0 0 
a Uon 
Al m+1 As, mt] . A m1 l 0 
ni Wt " 
0 
Al, A 及 l 
Laldet A ( ”| 
一 et 有 
1 2 77? 


14| 0 U1,m+] “* Uin 


0 . | | mm 六 Crm 


Cm 1 ,m1 on Umil.n 


n,m+-1 i Cn 
=|Al"*M 


~ 1 & 


”在 4 中 的 余子 式 
( 当 det 4 ( “不在 A" 的 左上 角 ， 可 依次 交 
换 邻 行 或 邻 列 变 到 左上 角 去 ,同样 可 得 ) 
当 141 天 0 时 ， 等 式 成 立 
当 |4|==0 时， 车 秩 4 去 2 一 2， 则 4 一 0， 等 式 成 立 
若 秩 A 一 n 一 1， 则 秩 A 二 1， 又 若 m 关 2 时 ， 等 式 
mm 二 1 时， det 4" ("一 4， 这 时 M 一 As， 所 以 等 


。 8S4。 


式 亦 成 立 . 
另外 ， 当 mn 一 1 时 ， det 4 人 | 


7 ] > 浊 蝇 遇 Lin--] 


= 141"[ 代 余 式 4a(， 罗 


机 7] 
设 det 4*(” 在 A* 中 的 余子 式 为 A， 
则 det 4A(”  。  ) 在 4 中 的 余子 式 为 a 


A 和 
因此 (一 1)'4;;==det 4 人 (2 


一 14 | (一 1 
人 \ 
所 以 A;;= |A | 


全 21 4 阶 和 矩 阵 (xw 宇 3)4== (a;;) ,qj 的 余子 式 为 人， 
Mi M, AM, : 


1) 如 蜗 电 itn 


=— (MM;) 
M., M,, 六 人 M,, 
z 入 
则 〈4)4 王 14| 一 :24 
证 明 A4* 二 (4;) 则 


1) | -1. 
= C4'C 
此 即 对 4 "进行 合同 变换 (将 4" 的 二 行 二 列 ;四 行 四 列 ， 
' 85 . 


六 行 六 列 ;… , 均 分 别 乘 以 (一 1) 得 到 4 


A 入 、 
同 理 (4)S=C(A)*C=C(CA* O° C=CC° (A CC. 
=~|CIE(A*)°* ICIE=(A°)*=|Al"™?A 


定义 1 设 4 是 zz 色差 矩阵 , 若 存 在 nXm 外 阵 B， 使 
4B4=4， 称 下 为 4 的 广义 道 矩阵 ， 记 了 = 4-. 
定义 2 设 A 是 mxXiiy 短 阵 , 奉 存在 nXm 窒 阵 5， 使 
DABATA 四 345= 
@(4B)'=A4 _OCBA) -BA 
z 称 B 是 4 入 商 2 
矩阵 . 记 为 ,B= 4+ 


1 1 __. ] a 
| 42 4=| ) ， 赂 1 ， 
例 o of 则 \o of 


0 0 
”命题 ] 设 4 为 mx 矩阵 则 4- 是 存在 的 ， 上 不 是 
唯一 存在 的 . 

证 明 设 秩 4=7, 则 存在 mx 阶 非 退 化 阵 P 及 nn 了 正二 
化 阵 Q@， 使 : 


PAQ= (~ 和 =F 


=( ) 为 任意 数 】 


四 " 
令 B=- QFP=-(Q,QoE (=QP， 
h4B4=P-IFQ-IQRF'PP-IFQ- 一 P-IFQ-: 一 4 
即 B= A- ,又 令 G= ca Sr 
DS | 
86， 


这 里 ,C,D,S 分 别 为 任意 的 rrXCm 一 7) ,nn 一 r)Xr 及 (nn) 
X (n 一 7) 算 阵 


则 有 ,AGA= PP al® s) PPp-ipo- | 


/五 O\/E, CY\/E. 0 
-ee OE OE er 
0 0 八 D S 八 0 0 
一 P71FQ"1 一 A， 即 G4- 
命题 2 设 A 为 mXn 给 阵 ， 则 A+ 是 唯一 存在 的 . 
证 明 作 4 的 满 秩 分 解 :.A= HL 
其 中 ,五 是 mrXr 列 满 秩 阵 ,( 秩 A 一 7)* 
L 是 rxXn 行 满 秩 阵 . . 
则 Lt=D CELL)! H+=CH ETH. : 
令 B=L+H+=L(LL)TCH'H)7'H'， 则 B=A+ 
若 nXm 阵 C, 也 有 C= A+( 即 满足 @@ 一 人 @) z 
则 B=BAB=- BACAB= B(ACY (AB) =B(ABAGC)' 
~B(AC)=BAC 
C=CAC=—CABAC= (CAY (BAY'C= (BACA)'C 
=—(BA)'C=BAC 
所 以 ,B= 二 C, 上 述 证 明 是 构造 性 的 . 《| 
推论 (1) 444",A-A,A4A+,A+4 是 短 等 阵 . 
(2) 秩 44-= 秩 4= 秩 4-4 
秩 4A 二 秩 4+ 一 秩 44+ 一 秩 4+4 
(3) (A1)+=~A 
(4) (4 六 一 (4 
(5) (A'A)+=At(At) 
证 明 (1) 验证 即 可 
， e 7 。 


(2) 秩 4= 秩 44-4 委 秩 44- 委 秩 4 
则 秩 4= 秩 44- = 秩 A 4 
同 理 ， 秩 4= 秩 4 = 秩 44+ 一 秩 4 4 
(3) 是 由 于 4 与 4+ 的 地 位 是 对 称 的 . 
《4), 5) 由 验证 山 一 一 人 由 式 即 得 


1 0 ~1l [1 0 
1 0 一 ] 
例 23 4=|2 1 2 |1=|2 1 }= 
四 Ii\o 1 4 
0 1 4 | [0 1 : 
1 of 5 2\-11i 2 0 
H+—|2 r = DH'=( ) | / ) 
2 2/ \o 1 1 
lo 1 | 
-1 2 2 -2 
6\—2 1 5 
z ! 0 , 1 17 4 
L+=L (LL) = 1 |( )= 去 A 2 
4 17/ 18 
加 4 | 
13 19 一 7 1 0 0 
4+ LH 2 5 1|, 4-=|-2 1 0 
5 1 1 0 


利用 矩阵 的 初等 变换 可 以 求 4- At 
”使 题 3 . 设 4 为 mxXn 阵 , 则 齐 次 线性 方程 组 AX= -0 的 
全 部 解 为 (已 一 4 4)Z. 这 里 ,2 为 任意 元 列 向 量 . 

证 明 首先 ,4( 刁 ,一 4-4)Z=4Z 一 44-4Z 一 0 

其 次 , 设 秩 4=*， 有 秩 4-4=， 

因 4-4 是 医 等 阵 , 故 存在 非 退化 阵 P 
”使 pA-AP=( ) 

0 0 
。88. 


站 小 故 秩 (E, 一 A™ A) 一 n 一 r / 

E, 一 A 4 的 列 向 量 生 成 的 子 空间 即 是 方程 组 ”AX=0 
的 解 空间 ,因此 ,(E, 一 4- 4)Z 为 AX=0 的 全 部 解 

命题 4 设 A 为 mx 阵 , 则 线性 方程 组 AX=65, 有 解 的 
充 要 条 件 是 :44-2 一 久 当 AX=b 有 人 解 时 , 它 的 任意 解 可 表 为 
Xi 一 4-0 十 (五 一 4 A)6，6 为 任意 元 列 疝 量 . 
证 明 一 =~ AX 二 b&b 有 人 解 a， 5 二 Aa 二 AA™ Aa 
—AA-b | : 

一 一 若 AA~5= 二 bp， 则 4-2 为 一 个 解 

另外 ,AX=b 的 解 的 一 般 形 式 :X 一 4-0 二 6， 

A-5 为 的 4X=5 特 解 ,< 是 AX=0 的 通 解 。 

则 由 命题 3 知 = (E, 一 A- 4)6， 

故 XI 一 470 十 ( 瑟 , 一 4-4)9 


七 、 矩 阵 方程 AX=B 


命题 1 矩阵 方程 AwxwX,xs 一 Bax: 有 解 的 充分 必要 
“条件 是 秩 4= 秩 (4,B) 一 r， 0 过 rr 过 min (m,n). 在 有 解 时 ， 
当 > 一 2， 有 唯一 解 ; 当 r+<n 时 ,有 无 穷 多 个 解 . : 
证 明 一 一 秩 A= 秩 (4,B)=r， 4 的 列 向 量 组 的 极 
大 无 关 组 即 为 矩阵 (4 ,B) 的 列 向 量 的 极 大 无 关 组 . 
因此 ,B 的 列 向 量 Bi, Ps, ,pb, 可 由 A 的 列 向 量 线性 表 
Ci; Cy Cs Cs 


| C， Cy Ca C 
示 , 即 8 一 4 ， 今 C= 21 22 2 


PpP™! (E,—A-A)P=|( 


Ci CC, C,2 六 后 人。 


则 AC=B 即 C 为 AX= -8 的 解 
一 全 ~ :4X 一 -已 有 解 C， 即 4AC 二 B, 则 有 B 的 列 向 量 是 4 
”的 列 疝 量 的 线性 组 合 ,因而 ， 4 的 列 向 量 组 本 (A， B) 的 列 向 量 
组 等 价 . 
”所 以 , 秩 4= 秩 (4A,B) 
在 有 解 时 ,AX= :B 有 了 唯一 解 < 让 线性 方程 4X; 一 8 有 
唯一 解 二 >r 二 n， 所 以 当 r 一 1 时 .AX= -B 有 了 唯一 解 
. 当 r<z 上 时， AX=-B 有 无 穷 多 个 解 . 
下 面 , 我 们 讨论 , 当 4X=B 有 无 穷 多 个 解 时 , 解 的 结构 . 
称 AX=0 为 AX=B 的 导出 方程 . 以 线性 方程 组 
x OY / z 
4| : |=| : | 的 基础 解 系 为 列 作成 的 矩阵 
i ‘0 z 
Gixo-n 称 为 导出 方程 AX=0。x: 的 解 的 基础 算 阵 ( 注 
意 ,G 不 一 定 是 AX=0 的 解 ) | / 
”命题 2 矩阵 D,x, 是 导出 方程 4X 一 0。x， 的 解 的 充 要 条 
件 是 存在 矩阵 Fo x 使 D,x, 二 GF z 
”这 里 ，.G 为 AX= 0。, 的 解 的 基础 矩阵 . 
证 明 二 =~ 存在 D,. 使 AD=0,x， 
则 DD 的 列 向 量 是 齐 次 线性 方程 组 


Ty 0 


A4|: 的 解 


Ts 0 | 
”因而 ,可 由 该 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 : 
Sa ,线性 表示 : 


。 90 。” 


即 7 = fuét ft “十 了 ， 1€ 
7 ,= 广 26 十 了 6 ,十 … fe 
Y= /8 十 fw&s 十 i i ， 
即 有 : D= (Zi 7 ,7,) 


万) 万， fi 
| fn 不 了 
(和 


fm fms 和 
=GF | / 
=—V Fo_nxss 今 GF= Dp, DD 的 列 向 量 是 的 
列 向 量 的 线性 组 合 ， 因而 是 齐 次 线性 方程 组 - 


”| 0 
“4|: 的 解 
[zz 0 


所 以 AD=0sx， 

命题 3 没 短 阵 Cx 为 方程 AX 二 B 的 解 ( 秩 4A= 秩 (A， 
B) 二 7), 则 短 阵 Mx; 为 AX 二 B 的 解 的 充 要 条 件 是 存在 矩阵 
Fnx: 使 M=C 十 GFR， 这 里 G 为 导出 方程 AX= 0-x: 的 解 

是 基础 矩阵 . / “ 
这 样 ， VY Fo_wx， 类 阵 CGF 均 为 AX-B 的 解 。 
证 明 一 一 使 4M=-B, 又 4C=B， 相 减 有 
A(M 一 C) 二 0mx， “MM 一 C 是 导出 方程 ”4X 一 0。x. 的 解 ,由 
命题 2, 存 在 矩阵 Fwx 使 MC=GF i 
因此， M=C 十 GF z / 
一 VY Fwxs， 算 阵 GF 为 AX=0。x: 的 解 ， 
. * O01» 


即 有 AGF=0,w， 又 AC=B， 加 有 ACC+ GF) -BC 
十 GF 为 AX==B 的 解 
例 24 解 方程 AX=B 这 里 


1 2 -1 3 0 —3 一 4 
3 2 1 5 4 -1 0 

A=|2 3 -1 5|, B=|1 一 4 一 引 

2 2 0 4 2 一 2 一 ? 
5 5 010 {5 一 5 一 5 


解 设 B= (B,,P;, Ph;) | 
解 线性 方程 组 AX; 二 pb; 得 出 AX=B 的 固定 解 C 


] 2 2 
1 站 . 
0 一 1 一 5 i 
C= 1 0 ] 9 解 齐 次 方程 组 A > 
人 O 
1] 一 1 .1 


求 出 基础 解 系 从 而 得 出 导出 方程 4X 一 0sxs 的 解 的 基础 
算 阵 


一 ] 一 2 
1 .0 
C= 
1 l| 
和 
所 以 ”AX= 二 B 的 一 般 解 为 
M= ctcle | 
b, 6b b&b 


其 中 ， Ul U2 3 ,bi ,bz bs 为 任意 数 . 
注 ; ”矩阵 方程 “AX 二 B， 当 5S 一 1 时 , 即 为 线性 方程 
组 ,因此 , 线 六 方程 组 解 的 结构 可 以 作为 这 里 矩阵 方程 AX = 
B 的 特殊 情况 . 
。 9092。 


下 面 介 绍 一 种 用 初等 变换 解 矩 阵 方程 4X= 忆 的 方法 : 
设 秩 4= 秩 (4， B)=r . 


”对 矩阵 (4,B) 的 行 施行 初等 变换 ,得 到 行 等 价 标准 形 
1 0 “0 Clrti “Cn di …di， 


0 110 Czrti'™C2n da dy 
(A B)— Cnx ts = 0 0…} C r 十 1 C, dn d,, 
0 0.…:0 0 (0.0 
0 0…Q0 0…0 0…0 
由 和 矩阵 C 出 发 作 : 2X (2 一 十 5 矩阵 D; 
Crt] (Cr “Ca dy di 
| Cor C2,r+2 "C2 dz ds, 
CC， 0, d, wad) /OC 
D= 十 ] 十 2 1 : -| 1 )=oum 
一 上 0 | 人 0 0 Rf 
0 1] 0 0 
0 0 “1 0 .0 
. ”其 中 ， M 是 矩阵 忆 的 前 z 一 r 列 ,N 是 刀 的 后 $ 列 ， 则 


矩阵 M 的 列 向 量 7,41,7,42;…7, 是 齐 次 线性 方程 组 4X 一 0 
的 基础 解 系 ;而 NN 的 列 向 量 刀 …?， 其 中 人 是 线性 方程 组 
4X 一 0 的 解 ， i=1,2,% ,ss 这 里 如 是 佐 阵 B 的 第 i 个 列 
向 量 . 
事实 上 ， 从 矩阵 (: 可 以 看 出 ， 给 自由 未 知 量 : :1 二 2 
…,zs 于 x 一 + 组 值 ， 可 得 齐 次 线性 方程 组 AX 一 0 的 2 一 > 个 
。 9 了 3。 


解 /HH1 -2 


7 ,7 +29°"" >, 线性 无 关 ， 因而 是 齐 次 次 线性 方程 组 4 和 一 0 的 
基础 解 系 .这样 ， 矩阵 M 就 是 导出 矩阵 方程 AX= Onxs 的 解 的 
.基础 怎 阵 . | 
回 样 ， 从 算 阵 C 亦 可 以 看 出 ,向 量 台 是 线性 方程 组 AX 二 
和 的 解 这 只 14 须 zl 一 略 r+2 寺 一 To 一 0， 就 有 Tr 


dy T= dy 


因此 ， 矩阵 N 是 矩阵 方 各 AX 一 B 的 一 个 特 解 : 所 以 , 答 
阵 方程 AX= B 的 一 般 解 为 : X= N+ MF. 其 中 ， F 为 任意 
(2 一 一 r) Xs 矩阵 . 
例如 ,用 初等 变换 法 解 例 24 中 的 矩阵 方程 . 
对 插 阵 (4,B) 的 行 施行 初等 变换 得 


. ‘. Od 大 


1 0 1 1 2 1 2 
C=I00 0 0 0 0 0| 半 
00 :0 0 0 0* 0 
由 和 矩阵 C 出 发 作 邱 阵 ,并 进行 了 分 块 ， 

1 1 2 1 2 
D= 加 — (M,N) 
| 一 1l] 0 0 0 of . 
“0 1 0 0 0 
则 有 4 AX= B 的 一 - 般 解 
2 1 2 
一 1 2 . 3 
X=N+MF= 
0 0 0 
0 0 0) 
1 1 。 
十 一 二 (2 UU 中 
一 外 0 pb b, b, 
0 一 1 


其 中 ;01»02»43 ,0 ,02 ,03 为 任意 数 . 
注 1, 对 姑 阵 (4， BB) 的 行 施行 初等 变换 所 得 矩 件 C 中 的 r 


。 个 互 不 相同 的 单位 列 向 量 ,车 不 是 位 于 前 列 (在 前 n 列 中 ). 


则 可 通过 列 的 交换 使 其 位 于 前 列 得 到 Ci, 即 存在 Cn 十 9 阶 
提 适 化 阵 Q( 净 法 御 之 积 ) 使 CQ 一 Ci, 且 Q 一 (~ ) 由 


0 出 发 按 前 法 作出 息 竹 Di,, 这 时 必须 QD1 一 D, 然 后 对 DD 再 
”进行 分 块 ,得 到 的 M,N 方 能 给 出 方程 AX 一 忆 的 一 般 解 . 
| : 。95。 


注 2, 如 前 ,对 算 阵 (A,B) 的 行 施行 初等 变 摸 得 到 算 阵 C， 
则 方程 AX 二 B 有 和解 的 充分 必 要 条 件 是 起 阵 C 的 后 S 列 与 后 
mm 一? 行 相 交 处 的 元 素 全 是 索 . 

推论 1 和 窍 阵 方程 XB=C 有 解 的 充 要 条 件 是 


锋 = 秩 (下 ) 


证 明 将 XB=C 两 端 转 置 得 
B'X'= 二 C 有 解 寺 = 之 秩 B' 二 秩 (B',C') 


B 
” 即 有 , 秩 B 一 秩 (| 
推论 “矩阵 方程 ”4XB--C， 有 解 的 充 要 条 件 是 
英 4 一 秩 (4,C) 及 秩 B 一 秩 ( 一 ] 


证 明 一 一 4XB 一 C, 有 解 Z。 
即 得 , 秩 A= 秩 (A,C) 


z : B 
。 同 理 ,由 AZ。 为 XB=C 的 解 得 到 ， 秩 B 一 秩 ( 一] 
-一 一 秩 4= 秩 (4,C)， 则 4X=C 有 解 X。 
碳 8 一 秩 (。 ) 则 7B- C 有 解 区 


令 X=XoC Yo 《C 为 C 的 广义 道 矩阵 ) 
有 4XB=4XoC-Y B= CC-C= C 


推论 3 对 于 mXn 列 满 秩 阵 4, 必 存在 nXm 行 满 秩 阵 
B, 使 BA=EE, 


证 明 ““n 一 秩 A= (4 ] 
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XA=E, 有 和 解 B， 即 BA=E, 
又 ，.n== 秩 ,二 秩 Bn 
故 秩 B=n，B 为 行 满 秩 阵 . 
推论 1 对 于 mxXn 行 满 秩 阵 4, 必 存在 nXzm 列 满 秩 阵 
C, 使 AC=E, 
证 明 “m= 二 秩 A 二 秩 (A,E,) 
“. .AX 二 EE,, 有 和 解 C, 使 AC=E, 
又 ;1 一 秩 瓦 委 秩 C 委 ma 
故 , 秩 C=m， 故 C 为 列 满 秩 阵 . 
八 、 玫 种 特殊 矩阵 ,矩阵 的 三 角 分 解 
二 数量 矩阵 一 一 即 kE 
以 下 各 条 等 价 
(1)4 是 数量 矩阵 ( 即 &E) 
《2)4 与 任意 方 阵 相 乘 可 以 交换 
《3)4 与 任意 满 秩 方 阵 相 乘 可 以 交换 
(4)4 与 尼 j) 相 乘 可 以 交换 
ee X"AX= EX 
(上 为 常数 ,XX 一 
z 证 明 jaa a KALE)R 
”X# (A 一 &E)X=0, 对 于 任 X 均 成 立 寺 >A 一 人 E=0 
<—>A=&kE / : 四 
2. 对 称 抢 阵 ( 反 对 称 和 矩阵 )- 一 如 = 4(4 一 一 4) 
性 质 《〈1) 对 称 ( 反 ) 阵 之 和 、 差 、. 数 积 仍 是 对 称 ( 反 ) 阵 ,或 
”者 说 ,对 称 ( 反 ) 阵 的 任意 线性 组 合 仍 是 对 称 ( 反 ) 阵 . 
(2) 两 个 对 称 ( 反 ) 阵 4 与 .B 之 积 仍 为 对 称 ( 反 ) 阵 的 充 要 
. / 。 97 。 


条 件 是 AB= BA(AB=—BA) . 
(3) 设 为 非 负 整数 ,4 为 对 称 ( 反 ) 阵 , 则 4 为 对 称 阵 
( 当 k 为 奇数 时 ,At 为 反对 称 阵 ; 当 4 为 偶数 时 ， A 为 对 称 阵 》 
(4) 对 称 和 矩阵 A 的 任意 多 项 式 F(C4) 仍 为 对 称 阵 ,这 里 - 


f(z) 为 任意 多 项 式 ， 


和 秩 为 偶数 . 


(5) 数 域 P 上 全 体 对 称 (反对 称 ) 阵 作成 线性 空间 . 
(6) 知 4 为 对 称 阵 ， 则 A 为 对 称 隆 ， 当 4 非 奇异 时 ， 逆 命 
题 成 立 : / 
若 4 为 反对 称 阵 ， 则 当 阶 数 ， 为 个 数 时 ， A 为 反对 各 性 
当 n 为 奇数 时 ,4 “为 对 称 阵 .  、.. 
(7) 若 对 称 ( 反 对 称 ) 隆 4 可逆， 则 4 “ 仍 为 对 称 (反对 
称 ) 阵 . 
(8) 与 对 称 (反对 称 ) 阵 合同 的 阵 仍 为 对 称 (反对 各) 隆 ， 
(9) 方 阵 4, 则 A 十 4 ,44' ,A'A 均 为 对 称 性 . 
010) 奇 数 阶 反 对 称 短 阵 的 行 j 列 式 为 零 ， 从 而 反对 称 阵 的 


GD 全 全 了 可 地 分 解 为 一 个 对 称 阵 与 一 个 反对 
称 阵 之 和 . 
(12)4 为 反对 称 信 阵 < 一 > 任意 安 向量 均 有 X'AX 
—0 

z 证 明 <——Y XX, XAX= 0， 邻 = He 有 

(e+ej)’ 4(ei 十 ej) 一 一 ef Ae, 十 er4e 十 ch4e 十 ej 4ei 一 0 

eT Aejt+eTAe—0, eTAej=—efAe; 

z 即 0 一 一 0 4 为 反对 称 和 矩阵 

.一 汪 > ““'AX 是 一 个 数 ， : z z 
(YX74X)7 一 XTAT7X 一 XT74X YX 义 均 成 立 ， 
98 。 


47 一 一 4， 故 一 X74X 一 X7A4X 

因此 和 4X 一 0 

3. 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 

定义 主 对 角 线 以 下 (上 ) 的 元 素 全 为 堆 的 扼 阵 ， 即 
当 i>j (< 时， us=0, 称 为 上 (下 ) 三 角 和 拖 阵 ;对 角 线 上 
元 素 全 为 1 的 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 , 称 为 单位 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 ; 对 
角 线 上 元 素 全 为 堆 的 上 (下 ) 三 角 阵 称 为 产 粘 上 C 下) 二 用 
符 阵 . 
性 质 (1) 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 的 和 、 差 . 数 积 .乘积 仍 为 上 
(下 ) 三 角 抢 阵 . 苑 数 域 已 上 全 体 上 (下 ) 二 角 矩 阵 作成 有 零 因 


”“ 子 的 非 交 换 环 ,构成 数 域 P 上 的 线性 空间 . 


(2) 上 (FF) 三 角 和 矩阵 的 任 一 多 项 式 ， 仍 为 上 (下 ) 三 角 
矩阵. 
Cs) 本 是 上 三 角 矩阵 又 是 下 三 角 抑 降 的 矩阵 是 对 角 矩 阵 
(4) 若 4 是 上 (下 ) 三 角 和 矩阵 ; 则 4* 亦 为 上 (下 ) 三 角 阵 . 
(5) 非 奇异 阵 4 为 上 (下 ) 三 角 阵 的 充 要 条 件 是 4”! 也 是 
上 (下 ) 三 角 阵 , 且 4 与 人 的 对 角 线 上 相应 的 元 素 瑟 为 
倒数 . : 
C6) 任意 矩阵 4， 在 硒 异 了 P 与 T， ,上 (TF) 三 角 阵 Q 
与 S$, 使 A 二 PQ 及 A= 
(7) 上 (下 三 角 际 奇异 的 交 要 条 件 是 主 对 角 线 上 元 旭 
全 非 零 
(8) 两 个 上 (下 ) 三 角 隆 乘积 矩阵 主 对 角 线 上 的 元 素 是 此 
二 上 (下 ) 三 角 阵 主 对 角 线 上 元 素 之 积 ， 
这 里 只 证 (4),(6), 其 余 自 己 验 证 
(4) 的 证 明 :4 一 Cd) 一 (41)， 4; 二 (一 1)7Mi,M; 为 
ee 09090。 


2ji 在 4 中 的 余子 式 . 若 i>>j 时 ,M; 是 上 三 角 型 的 ,而 4 中 划 
去 第 j 行 第 i 列 后 ,ai43,; 就 成 为 Mi 的 主 对 角 线 上 的 元 素 . 且 
对 角 线 以 下 的 元 素 为 零 . 

a 一 0， 。 M; 二 0, 因而 A; 二 0 

故 ”A 为 上 三 角 和 矩阵 | 

(6) 的 证 明 只 须 对 4 进行 行 (或 列 ) 初 等 变换 即 可 . 

例 25 设 AB=C，C 为 上 (下 ) 三 角 阵 , 则 当 4 与 B 之 
一 为 非 奇 异 的 上 (下 ) 三 角 阵 时 , 另 一 个 必 为 上 (下 ) 三 角 阵 . 

(请 读者 自 证 D . i | 

例 26 设 4 的 顺序 主子 式 丝 非 零 , 则 4 可 以 分 解 成 一 
个 非 退 化 的 下 三 角 阵 与 一 个 非 退 化 的 上 三 角 阵 的 乘积 ,从 而 
A 可 以 唯一 地 分 解 成 4=LDU. 其 中 工 为 单位 下 三 角 阵 ,D 
为 对 角 阵 ,U 为 单位 上 三 角 阵 . : z 

《矩阵 的 三 角 分 解 ) 

证 明 - … 4 的 顺序 主子 式 均 非 堆 

“可 对 4 的 行 施 行 若 干 次 消 法 变换 ,将 其 化 为 上 三 角 
阵 , 即 有 4=- 工 S. 其 中 工 为 若干 消 法 矩阵 之 积 ， 这 些 消 法 年 阵 
PCi,j(k)) 均 有 i 之 j, 即 为 下 三 角 的 消 法 矩阵 . 

因此 , 工 为 单位 下 三 角 阵 ,5 为 非 退 化 的 上 三 角 阵 . 再 对 
“5 的 行 施 以 倍 法 变换 可 以 将 其 化 为 单位 上 三 角 阵 , 即 有 5S= 
”DU ,其 中 DD 是 若干 个 倍 法 矩阵 (是 对 角 阵 ) 之 积 ,了 是 对 角 
阵 ,U 是 单位 上 三 角 阵 . 

A 二 LDU. 车 还 有 4= 盖 DID， 满足 条 件 ， 

则 ZLDU=DDPUO， 厅 =DIUU-D- ,该 式 左 端 为 

单位 下 三 角 阵 , 右 端 为 上 三 角 阵 . 故 必 有 ZI 一天, 即 一 L 
同 理 , 有 U=U,,， 又 有 DP. 

. 100 多 


下 面 通过 例子 次 明 仪 用 行 了 的 初等 变换 即 可 完成 矩阵 的 三 


角 分 解 : 
2 1 
例 27 A=|1 一 1 0 的 顺序 主子 式 皆 非 零 
3 —3 1 
”对 和 矩阵 (E， A) 的 行 施行 初等 变换 
1 .00:2 -1 1] 
0 1 011 -1 0| 一 一 
00 1;3 3 1 
1 0 0:2 一 1 ] 
Lo 1 _ 1 
2 1 0:0 >| 
3 oo-3 _l1| 
2 1 Tz 732 
1 00;2 -1 1 
_1 ol _ll_., 
> 1 0 0 一 斑 | 一 (78) 
0 一 3 1i0 0 1 z 
1 0 0 
其 中 ,一 | 一 于。 1 0| 为 单位 下 三 角形 阵 
0 -31 
2 -1 1 
S =|% 一 地 一 亏 | 为 非 退 化 上 三 角 阵 
lo 0 1 / 
即 得 LA=S 


再 对 工 的 行 施行 初等 变换 求 1 


* 10] 。 


100: 1 0 0 
0 1 Oi 1 0|- 
001 0 -3 1 
1 00;1 0 0 
1 : | 
3 :~ z 
2 3 1:0 01 
: 1 0 0 
1 ， 
IL"'=|2 1 
3 | 
> 3 1 | 


“对 5 的 行 施行 初等 变换 使 其 变 为 单位 上 三 角 阵 
100;2 一 ! 1 : 


:ol _ 1 
0 1 0 0 > 
0 0 1i:0 0 1 
1 :] 1 1 
2 917T2 2 
0 -200 1 1 D7) 
0 01:0 0 1 z 
1 1 1 
lz ”0° |1 Tz 3 
P=|o -2 oo 1 1 
0 .0 1 0 0 1 
即 DS=U，S=D-iU 


ee 1 OZ 。 


i J ph 
和 


2 0 0 
] 
一 1 一 - 加 
D 0 > 0 
0 0 | 
因 此 ， A=L DU 
1 0 011， 0 ol 1 1 
ol ?2? 
| 2 0 i} 1 
> 3 1|\0 0 1)J\0 0 1 
是 4 的 三 角 分 解 . 
4. 正 交 矩阵 


定义 若 有 44'=A'A 一 E, 称 4 为 正 交 和 矩阵. 
(AE Rexn)， 
性 质 (1) 全 体 正 交 和 矩阵 作成 乘 群 (证 略 ) 
(2) 若 4 是 正 交 阵 , 则 A7，,A-1,A' 均 是 正 交 阵 (证 略 ) 
(3) 和 矩阵 4 是 正 交 阵 的 充 要 条 件 是 14|= 士 1， 14|=1 
时 ,a;j 二 4;;; 14|= 一 1 时 ， 一 一 4 
证 明 -一 = 14|= 士 1]， A4'=|4A|E 
当 |A|=1 时 ,a 二 Ay, 有 A*= 一 A4'，A'A=EE 
当 |4|= 一 1 时 ,ajy= 一 4;y; 有 A’ 一 一 4，AA4'= 一 E 
一 A4' 二 一 EF, 故 AA'=E : 


-因此 ,4 是 正 交 阵 


一 二 4 是 正 交 阵 ,AA’' 一 E， 14| =1， 
14|== 土 1; 当 |4|==1 时 ,4A4’*=E， A 二 A 一 A' 
A;=ai 

当 |A| 二 一 1 时 ,AA*= 二 一 FE, 4 一 一 4 = 二 一 A 

。103 ， 


.A= —a; 
(4) 设 A 是正 交 阵 ， 则 
det 4( 7)= 1415 代 余 式 4(， 人 
证 明 由 例 20 
det 4" (人 一 Mac 全 


f > 二 和 


ee 
Al . ))， 当 |14|=1 时 ,4 一 4 
11 只 审 昌 J 


det A’(’ 站 ~ det 4 人 (2 ”) 
站 . el 站 
当 14|= 一 1 时 ， 4 一 一 4 | 


ic 
1 1 "0 1 


det 4 人 
1 


~—(—1)"det 4 人 和 站) 

! 1 各 重生 
一 (一 1)"[ 代 余 式 Al ) 
/ jy1 *** J 


jm 


an det A( Rh 式 A( 7) 
总 之 ,有 | 
det 4( 7 和 站 )- |41E 代 余 式 4(， 并 

5. 其 他 特殊 和 矩阵 

对 合 阵 4( 人 一 E); 军 等 阵 A(A?= 二 A); 徊 零 阵 ACA: 
.104 。 


一 0(k 之 1)); 备 么 阵 4(44=- ERE1)); 酉 矩阵 4(4- = 4 )| 
厄 米 特 阵 A(4 二 及 ) 等 . | 

有 关 特 殊 和 矩阵 的 进一步 的 性 质 , 后 面 还 有 论述 . 

例 28 证 明和 任意 方 阵 4 均 可 分 解 为 一 个 非 退 恨 化 矩阵 与 
一 个 宪 等 矩阵 之 积 . 

证 明 设 秩 4=r, 则 存在 非 退 化 阵 PE,Q 使 


E, 0 : 
PaQ=| )=c， C=—C 
0 0 : / 


4 一 Pr-ICQ- 一 Pr-IQr-IQCQ- 1= BR 
其 中 8 二 P™'Q" '!' 非 退化 ,R 一 QCQ” 
R=~QCQ QCQ -=QCQ =QCQ "=R 
R 是 短 等 阵 。 | / 
” 例 29 车 n 阶 矩阵 4 满足 下 列 条 件 中 的 任何 两 个 , 则 4 
也 满足 另 一 个 :QA 是 对 称 和 矩阵 四 4 是 正 交 矩阵 @4 是 
对 合 和 矩阵 (证 略 ) 
例 30 设 A=2B 一 E， 则 4 是 对 合 阵 当 且 仅 当 B 是 大 
等 阵 . 
证 明 一 一 若 4 一下， 028- ~E)’~4B’—4B+E= -五 
必 有 4B 一 4B 一 0， 即 B*= 
一 一 者 了 :一 也 ， 有 464- 0 
A 一 (2B 一 E)?=4B? 一 4B 十 E 一 EE, 即 4 是 对 合 阵 . 
例 31 证 明 秩 为 的 矩阵 4 可 以 分 解 为 r 个 秩 为 1 的 
矩阵 之 和 、. 
证 明 '… 秩 4=r， 则 存在 非 奇异 阵 P， Q,， 使 
A=P(” 9 
0 0 
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~— PENQ+PE,Q+ +PE,Q 
而 秩 PE:Q=1]， i 一 1,2,… 

例 32 证 明 秩 为 x 的 逢 隆 A 可 以 分 解 为 一 个 秩 为 :的 
阵 与 一 个 秩 为 的 阵 之 和 ， 这 里 :二 k= 


证 明 同上 / 
(人 9 0 0 
E, E, 0 
A=P| ja= cl )+ 0 E, oa 
0 0 0 0 
0 0 0 
4=-P( ojotp|。 5 , Q 
No 0 
0 0 0 
0 0 0 
已 
从? ee 秩 Pl0 E 0lQ=k 
0 0 ol 
例 33 设 4， B 均 为 正 交 短 阵 ， 若 |A| 十 |B| 一 0 
求证 A 十 B 是 降 秩 的 . 


证 明 A 十 B= 一 AC(Ah' 十 B)B 
14+B|=14|11A4' 十 B11B| 
所 106 二 


4+ 引 =-144+BH8=14+8 十 14214 十 到 = MAtBItlAl IAtBl 
=(l+141)1A+B|=0 
1 十 |41? 关 0 必 有 |4 十 BI|=0 
例 34 R 上 和 给 阵 Ax,， Bxn 
求证 :(1) 秩 A'4== 秩 A 
(2) 存 在 R 上 nxXm 和 矩阵 C， 使 A'AC=4'B 
证 明 (1) 设 秩 A=r, 则 存在 可 道 和 矩阵 PP 与 Q 


使 4=P( )Q, 从 而 有 A'=Q (~ )P 


则 秩 A' A 二 秩 Ql(” -PP 人 


E, 0 E, ON M, 0 
4 oj- 稀 M- 

这 里 M, 是 正定 阵 P'P 的 顺序 主子 式 . 

(2) 设 4 一 (aaz，…，ay) 
B= (P,PB,,*… ,PB,) 

考虑 方程 组 A' AX 二 A'’B;， j==1,2,…,m 

4'p; 是 办,o "的 线性 组 合 

4'4 的 列 向 量 是 和 的 列 向 量 的 线性 组 合 , 故 有 : 

秩 A'A 志 < 秩 (A'A,4'B;= 秩 A'(4,B))) 过 秩 A! 二 秩 A 
A : 1 \ 人 
从 而 秩 4'4= 秩 (44,.4p) 

因此 ,方程 组 44X=4p8 有 解 C 

所 以 ， C= (C ,Ci,…,C,) 为 所 求 . 

例 35 车 和 矩阵 4 与 对 角 和 矩阵 B 相似 ， 求证 任 给 数 4 和 自 
然 数 m， 秩 (XE 一 A)"= 秩 (4B 一 4) 
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证 明 “存在 非 奇 异 乍 阵 Q, 使 4=Q-BQ 

有 QB 一 A)"=(Q "(AE BQ)"=Q AE B)"Q 
秩 (AE 一 A)"= 秩 (XE 一 B)"= 秩 (XE 一 B) : 
二 秩 (AE 一 QAQ- 1! 一 秩 QCE 一 A)Q-)= 秩 (XE 一 A) 


练习 题 
1. 设 b.; - ciE 民 一 1 A= (a;), ai bib; cc 
求证 : 秩 4 委 2 | 
”2. 秩 A< 纪 ， 秩 B< 瑟 ， 则 14? 十 4B 十 配 |=-0 


3. AsB,CE Pr" ， 秩 4= 秩 B4， 则 秩 4C= 秩 BA4C 

4.X4B=X4C， 秩 X4= 秩 4， 则 4B=-4C. 

提示 ;方程 组 XAY=0 与 AY= 0 同 解 ， XA4(E 一 C) 一 0 
故 A(B—C)=0 

5. 大 4~B, 则 A*~B* 


z 6 0 3 1 
6. 设 ,A=|4 -2 6 | 
2 2 -3 1 
由 求 4 的 满 秩 分 解 


@ 求 4-， @ 求 A1 
7. 设 A 为 mxXn 阵 ， 且 元 素 均 为 1 的 矩阵 


求 4 的 满 秩 分 解 及 A+ 
] 3 0 

8. 设 4--| 2 ”7 | 的 顺序 主子 式 均 非 零 ， 
一 人 —2 4 


笠 扩 分 解 为 时 位 下 三 角 阵 对 角 阵 与 单位 上 三 角 降 
之 积 ， 
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有 


9, 解 矩阵 方程 


1 一 1 4 一 4 
2 3|X=| 一 2 一 3 
一 | 0 一 2 3 


0 一 sing 
10. 证 明 实 二 阶 正 交 阵 4 的 形式 为 ( ”| 


(> sing ) 


sinG, cosg z 
sin@, 一 cosl 


提示 :考虑 |41, 及 4 与 4' 关 系 . 


三 
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二 次 型 的 理论 起 源 于 化 二 次 曲面 和 二 次 曲线 的 方程 为 标 
准 形式 的 问题 ,后 来 ,得 到 了 广泛 的 应 用 . 例如 网 络 问题 中 求 
等 效 网 络 .热力 学 中 物体 系 平衡 条 件 ,概率 论 中 “ 正 态 分 布 ”， 
化 二 次 型 到 主轴 上 去 等 等 . 


一 、 数 域 PP 上 二 次 型 线性 宝 |B) 
与 对 称 和 矩阵 空间 回 构 


二 次 型 的 多 项 式 表示 与 矩阵 表示 ， 
Cray ,= 三 (X 


一 他 人 aomimi 一 an 对 十 … 十 and 
十 2 十 2C37IZ3 十 十 20 TXT 一 MX 
此 处 4 一 (ay) ， A 二 A 有 X= (rT ) 
注意 :此 处 A4=A' 的 条 件 不 可 少 , 否 则 二 次 型 的 矩阵 表示 
就 不 唯一 了 ,例如 : : 


1 1 
frp =r +t3myty = (ry) )() 
2 l/\y 


1 2\/7x\ 
-Ce 上 
映射 法 则 :f(X')=X'AX 一 A 
是 二 次 型 集合 到 对 称 阵 集合 上 的 一 一 对 应 . 
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这 种 一 一 对 应 保持 加 法 及 数 乘 运算 法 则 不 变 , 因 此 数 域 
P 上 二 次 型 空间 与 对 称 阵 空 间 同 构 . 这 样 ,关于 二 次 型 的 问题 
就 可 以 转化 为 关于 对 称 和 矩阵 的 问题 ， 


天 了 的 合同 关 系 ,二 次 型 的 分 类 


对 和 矩阵 4 的 行 与 列 进行 同样 的 初等 变换 得 到 的 矩阵 B， 
称 为 与 4 合同 

(D4 与 合同 的 充 要 条 件 是 存在 非 奇异 阵 C, 使 
BC'AC 〈*2C 是 若干 个 初等 给 阵 之 积 ) 
和 撼 阵 的 合同 关系 具有 反 身 性 ,对 称 性 、 传 递 性 ,因而 是 一 
个 等 价 关系 ( 即 分 类 关系 ). 合同 关系 可 以 将 对 称 阵 分 为 若干 
互 不 相交 的 类 ;同样 ,二 次 型 亦 可 化 分 为 若干 个 互 不 相交 的 类 

(2) 对 称 阵 合同 于 对 角形 矩阵 , 即 存在 非 奇 异 阵 ,使 


BP'AP 为 对 角形 阵 ,关于 求 P 的 方法 是 对 逢 阵 (“进行 


合同 变换 将 其 化 为 { 2) ,CB 为 对 角 隆 ) 


(3) 合 同 变换 不 改变 兴隆 的 对 称 性 、 秩 、 正定 性 ( 称 为 合同 
的 不 变量 ) : 
(4) 两 个 复 对 称 阵 合同 的 充 要 条 件 是 它 z 们 的 秩 相同 


三 \ 二 次 型 的 标准 形 


1. 二 次 型 f(X') 一 X'AX, 可 以 经 过 非 退 化 线性 变换 化 
为 标准 形 
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此 问题 相当 于 对 4 施行 合同 变换 可 以 化 为 对 角 甜 阵 . 化 
《1) 配 方法 ， 


C2) 初等 变换 法 , 即 同 上 2 中 所 讲 (一 一 ( p) 8 


对 角 阵 , 则 A(X')==X'AX, 经 过 非 退化 线性 变换 X=PY 
即 可 化 为 标准 形 gC(Y').。 f(a )=g(P') 当 上 且 仅 当 a=Pp. 

《3) 用 正 交 变换 可 以 将 二 次 型 化 为 标准 形 , 亦 即 对 称 阵 正 
交合 同 于 对 和 角 阵 , 亦 即 存在 正 交 阵 了 ,使 了 47 为 对 角 阵 ,所 
施行 的 正 交 变 换 为 和 一 TY 
2 关于 标准 形 及 所 经 过 的 非 退化 线性 变换 的 唯一 性 I 可 题 

《1) 一 般 域 P 上 二 次 形 的 标准 形 不 是 唯一 -的 ,但 平方 项 
的 个 数 是 唯一 确定 的 . 

(2) 复 数 域 上 二 次 次 型 的 标准 形 , 若 限制 平方 项 的 系数 为 1 
的 话 , 则 是 唯一 的 . 

(3) 实 数 域 R 上 的 二 次 型 可 经 非 退 化 线性 变换 化 为 
RD 一 天 AX 一 六 二 并 二 并 一声 
秩 A 二 +, 和 = PY,p 为 1(X') 的 正 惯性 指标 ,r 一 p 为 负 惯 性 
指标 . 实 二 次 型 的 秩 、 正 惯性 指标 、 负 惯性 指标 都 是 唯一 确 
定 的 . / 

实 了 (X ) 的 正 惯性 指标 等 于 A 的 正 特征 值 的 个 数 . 

(4) 化 标准 型 所 用 的 非 退 化 线性 变换 不 是 唯一 的 . 
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3. 数 域 P 上 两 个 未 知 量 个 数 相同 的 二 次 型 可 以 通过 非 
退化 线性 变换 互相 转化 的 充 要 条 件 是 它们 有 相同 的 标准 形 


四 、 正 定 二 次 型 (正定 阵 ) 


1. 定义 ”实数 域 R 上 的 二 次 型 7CX' ) = 一 X 4X, 若 对 任 
意义 1 二 《xT ) 人 ER"，X' 关 0, 均 有 :| 
f(X'1) 渤 0( 或 宕 0) , 则 称 f(X') 为 正定 二 次 型 (或 半 正 定 的 ) 

此 时 , 称 4 为 正定 矩阵 (或 半 正 定 算 阵 ) 

2. 设 4 为 关 阶 实 对 称 阵 , 则 以 下 诸 命 题 等 价 

(1)4 是 正定 矩阵 ; 

(2)4 的 顺序 主子 式 大 于 0; 

(3)4 的 所 有 主子 式 大 于 0; 

(4)4 的 特征 值 全 大 于 0; 

(5)4 合同 于 单位 矩阵 EE; 

(6)4 的 正 惯性 指数 为 户 一 22; 

(7) 存 在 非 退 化 矩阵 尸 , 使 ”4= 疡 已 ; 

(8) 在 在 非 退 化 上 (于 ) 三 角 阵 Q, 使 4=Q Qi 
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证 明 A=PP，P=RT，R 是 正 交 阵 ,T 是 上 三 角 
阵 ， 
A 二 T'R'RT==T'T. 反 之 亦 真 . 

(9)A 的 所 有 7 阶 主 于 式 之 和 大 于 0; : 

(10) 存 在 正 交 癌 量 组 aL» Qa" ,ou 使 4=-atal 十 aza2 
二 十 ng | 


证 明 A=-T T'’, TT'=E, 


A 
T==(B,B,…,B,)， 令 ,a 一 VXB， 即 得 
类 似 地 ,有 关于 半 正 定 矩阵 的 若干 等 价 条 件 : 
(1)4 是 半 正 定 矩阵 ; 
(2)A 的 所 有 主子 式 之 0; 
(3)4 的 所 有 7， 阶 主子 式 之 和 之 0 
(4)4 的 正 惯性 指数 2 一 ”一 秩 4( 或 负 惯性 指数 为 0); 
ON 
(4 全 同 于 (人 中 
(6) 存 在 阵 书 ,使 A= PP， 秩 已 一 秩 A; 
(7)4 的 特征 值 宇 0; 
(8) 存 在 半 正 定 阵 B, 使 A= BCk 是 自然 数 )， 
3. 关于 正定 矩阵 的 一 些 重要 结论 . 
(1) 若 A、B 均 为 正定 阵 , 则 a ,b>0,aA+5B 为 正定 阵 . 
证 法 一 Xz#0,X'(aA 二 bB)X=aX 4X 十 0X BX>0 
x4 十 5 有 是 正定 阵 . 
证 法 二 “4 正定 , 则 存在 非 退化 阵 T,, 使 Tv 4 了 
=—E,T, BT 二 Bl 为 正定 阵 , 则 存在 正 交 阵 T,, 使 
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T, B, T,=~ D= diag (Nh, 1, yy 人)， 人 A. 记 0 今 全 = 1 了 2， ,, 则 有 
TAT=T ,TATIT,=E, 7'BT=D 
T (aA+65B)T=aT'AT+LT'BT=aBbD 是 正 


(2) 设 4 是 正定 阵 ,a 之 0; 则 ah,A*;A-! . 

证 明 4=4'4-:4, 即 4 与 4-! 合 同 ,4 一 1414- 

(3) 设 4 是 实 对 称 阵 , 则 存在 c>0,g>0,c>0, 使 aE 十 
A,E 十 bhA ,cE 一 A 均 为 正定 矩阵 

证 明 车 4 的 特征 值 为 入 ,42,…, 访 , 则 a 下 十 4 的 特征 
值 为 a 十 入 ,a 十 各 ,… ,a 十 为 ;所 以 存在 a 使 aE 十 4 的 特征 什 
全 大 于 零 . 

《4) 设 A、B 均 为 正定 阵 ， 罗江 各 AB 是 正定 阵 的 充 要 条 

件 是 4B=B4. 

证 明 一 一 显然 
< ‘AB=BA,..AB 是 对 区 隆 . 
设 A=P'P， B=~Q'Q, : / 

IPIl0， |Q| 关 0， AB=P'PO'Q, | 
QABQ™'—QP'PQO=(PQ)PQ =R 

R 是 正定 阵 ,4 与 R 相似 ， 因而 有 相同 的 特征 信 ,， 

AB 是 正定 矩阵 . | 

(5) 车 4 是 正定 矩阵 ， 则 对 于 任意 正 整数 A 也 是 正 
定 阵 . 

(6) 设 A 是 实 对 称 阵 , 则 A 是 正定 阵 的 9 充 要 条 件 是 存在 
正定 阵 B, 使 A=B*,k 可 为 任意 确定 的 正 整 数 . 

证 明 只 须 证 ,存在 正 交 阵 了 ,使 
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4= 7 了， A>0, 7==1 2，… 7 
人 
YA A 
一 了 TT . 
vA V4) 
° TT / 四 | 
{VY 
则 B=T"| | 工 为 所 求 . 
V 4, 


(7) 设 A,B 均 为 正定 矩阵 , 则 4B 的 特征 值 都 大 于 有 零 . 
证 明 A 二 妨 ,D 正定 ,DPD 'ABD= 二 D7!D:*BD= DBD,， 
DBD 是 正定 阵 , A4B~DBD / | 
“。 AB 的 符 征 值 均 大 于 0( 不 一 定 正定 ). 
(8) 设 A,B 均 是 正定 阵 , 则 |4| 十 18| 志 14 十 B| 
证 明 . 3 P,PIl 关 0, 使 PAP 二 diag Oh,X,… ,入 )， 

P BP 王 dag(Cypa AN)， Li>0,N>0 

取 行 列 式 [PRA|=Nh Nh,, [PRIBI= pp p 

P'(A+B)P=diag (ht pA po ,A p,) 

两 边 取 行列 式 : IPEIAtBI=GQ tj) Gt po) (N+ py) 
Ai 十 所 AH 
= PL(AI+1B!) 
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4 二 BILLIBI 

(9) 设 4 是 正定 阵 ， 则 0 和 14| 委 anaz…aw， ,其 中 四 为 4 
的 主 对 角 线 上 的 元 素 ( 提 示 :4== LL.， 是 下 二 角 阵 , 由 两 端 
对 角 线 元 系 之 积 即 得 ) 

(10) 证 明 : 正 定 阵 4= (a;) 中 元 素 绝 对 值 最 大 者 在 对 角 
线 上 ; 且 a;>0; i=1,2, na$ Sanay 

证 明 4a 之 0; 显然 ( 因 e;Ae; 一 a;) 

设 laj| 最 大 ,i 关 j， 2|a;;|> lai|+t jaj| 
取 X=e; 十 e; 则 XX AX1=ait+ay+2a>0 
取 ， XXX, 一 ej; 一 e;， 则 X: AX,s, 二 ai 十 a; 一 2a;; 记 0, 牙 盾 . 
再 者 ,R" 对 内 积 :(a,B) 一 a 48 作成 欧 氏 空间 . 
由 柯 西 不 等 式 :|a ABI<V eAaV PAB 
取 a 二 e:， B=e; 得 z 


lV eV 改 有 Sa jj 
五 、 对 称 (反对 称 ) 短 阵 性 质 的 补充 


(1) 对 称 阵 合同 于 对 角 阵 ; 实 对 称 阵 正 交 合同 于 对 角 阵 - 
(2) 实 对 称 阵 的 特征 值 是 实数 ， 且 属于 不 同 特征 值 的 特征 
向 量 正 交 . 
| | 0 1 01 
(3) 反 对 称 阵 合同 于 diag| … 0,.…,0 
z 1 0 ,—1 0， 
(4)4 是 实 对 称 阵 , 则 A? 一 0< 一 > A 二 0 
证 明 二 =~ AAhA'=-A'A=0，V X90， 
: 117， 


X AAX=0, 即 (AX)' AX=0 


” 必 有 AX=0; 即 A=0 


20， 


王 一 显然 . | 
(5)4 为 实 对 称 阵 , 则 存在 常数 c， 使 
”XX, 有 X AX<cX'X 

证 明 存在 c, 使 cE 一 A 正定 ,X'(cE 一 A)X 宇 0 
BE XX’ AXZcX'X / 


六 、 负 定 、. 半 负 定 .不定 二 次 型 (矩阵 ) 


定义 ” 实 二 次 型 f(X)=X'AX，X' 一 (mx,) 


若 均 有 fA(X') 衬 0, 称 f(X')=-X'AX 为 半 正 定 的 . 
若 均 有 fA(X')<0, 称 A(X') 二 X'AX 为 负 定 的 . 
若 均 有 f(X')<0, 称 fCX') 一 X'AX 为 半 负 定 的 . 
既 不 是 半 正 定 的 ,又 不 是 半 负 定 的 , 称 f 为 不 定 的 . 
命题 f(X')=X'AX 是 负 定 的 充 要 条 件 是 秩 4= ”= 

贷 惯性 指数 f(X') 一 X'AX 是 半 负 定 的 充 要 条 件 是 科 4 一 
负 惯性 指数 

(28 ) 一 4X 是 不 定 的 充 要 条 件 是 秩 4 之 负 惯 性 指数 
>0. 


七 、 例 是 


例 1 二 次 型 fCX')=X'AX 的 顺序 主子 式 DG 阶 的 ) 
均 不 为 零 , 则 存在 非 退 化 线性 变换 X= PY ,使 
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fC) = DYE 
证 明 用 归纳 法 . | 

当 九 一 ] 时 ,显然 成 立 ， 

假设 命题 对 2 一 1 成 立 , 今 对 2 证 


1 6 
z 1 z b, 
令 P= : . : 

] 六 
] 
其 中 Bib ,D1, ] 六 
C1] ”in 之 ] 0 
Un— ,1 向 因 Hn 1,n ya 0 : 


”的 非 零 解 . (若是 第 个 分 量 为 0, 即 得 出 刀 ,… ,5,1 是 4A,_;X 
= 二 0 的 非 零 解 ,此 与 14,-1| 关 0, 蔬 盾 ) f/(X')=X'AX 经 非 
退化 线性 变换 X= 有 (XI )=- 和 4X 

~—pP, APip 


. 4 | 4 2 一] 0 . 加 . 
py Ap : nee st. ove | sne (~ ) 
dn ] ,1 机 CN 1n~ 1 0 0 d, 


0 0 d, 
两 端 取 行列 式 : IP.[*|1A|=D,=D,.1d,，, 。e nO— 
/1(X')=X'AX 
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| 万 _ 
一 (AL 1) A 。 TDA 


Hn—1 
Wi) 
“人 令 i CO : 
| ni 
: Ui 01 z 
则 由 归纳 法 假定 ,存在 | : |=Ql : |， |IQ| 冯 0 
ni Ln / 
使 BC da) 
D, 
D， 2 
一 (2 La-1) D. 四 
D,i z Ln-! 


D,_, 
人 S P= La )， 则 经 过 X=PY 有 


J KY AX=Y PAPY = Dt Ott 

此 例 给 出 了 当 顺 序 主子 式 不 为 零 时 化 二 次 型 为 标准 形 的 
一 个 公式 . 

例 2 设 A=(a;)， B= (6;) ,C= (ec), ci 一 ai00 右 ， 
A,B 均 为 正定 阵 , 则 C 亦 正定 ( 许 尔 定理 ) 

证明 ““B 为 正定 ， 则 存在 M,1M|I 关 0, 使 BMM ， 

M= Wh 
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大 (从 一 之 | bri 


= 二 > (mami) mn, 
ty 

一 > >,, Cm) Cr) 一 2 ayaya( 记 ia Ti 一 yin ) 

1 #1= z = 

了 1 

了 2 

一 一 之， YY AY,, 这 里 一 
Vk 


当 X 天 0 时 必 有 某 数 ”zt 关 0, “|M| 关 0,M 的 第 /2 行 元 
素 不 全 为 0，， “mux 一 yu， 存 在 数 使 天 0， 即 存在 Yaz0 


2 XCX mr AY,>0 


因此 ,C 是 正定 阵 | 
推论 车 (a;)wx. 是 正定 的 , 则 (5),x, 是 正定 的 . (用 归纳 
例 3 设 4,B 为 二 实 对 称 阵 , 且 4 正定 , 则 4 二 iB 非 
奇异 . z : : 
证 明 设 齐 次 方程 组 (A 十 iB)XX 二 0 有 解 
X=Y+iW, Y,WER’ 
则 CA 十 2B)(Y 二 iW)==0 
则 CAY—BW)+i(AW+BY)=0 
AY— BW=0 
AW+BY=0 
Y’AY—Y'BW=Y'0=0 
W’'AW+W'BY=W'0=0 z 
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两 式 相 加 , “YBW=(Y’BW)' 一 灰 'B7Y 
Y'AY+W'AW=0 : 
又 和 “A 正定 , 故 必 有 Y 一 0， 玉 0 因而 X=0 
"|A+iB| 关 0. : 
例 4 设 4 为 正定 阵 ,S 为 反对 称 阵 , 则 |A 十 SI 之 0 
证 明 “4 正定 ,.. 存 在 P,PI 了 0 使 PAP 二 E、 
又 ** (P'SPY'=P'S'P=—P'SP : 


P'SP 为 反对 称 . 
则 存在 正 交 阵 Q@, 使 
0 Qi 
. 0 0 
z 0 av 
Q' (P'SP)Q= z | --F 
一 0 0 加 


P'SP 的 特征 根 为 az 及 0， kk 一 1,2,…,t， 
Q'P'(A+S)PQ=Q P’'APQTQ' P'SPQ=E+F 
两 边 取 行 列 式 | 
IPQI?1TA+S|=|PlIA+S| 
=—(1+ la [D+ lead?) (+ lal’)>0. 
14+S|>0 
例 5 证 明 : 清 秩 实 矩 阵 4 可 表 为 一 个 正定 阵 与 一 
交 阵 之 积 , 且 表示 法 唯一 
证 明 “4 满 秩 , 则 44' 正 定 ， 故 存在 正定 降 B, 
使 44 = 二 Bi, 令 QQ 二 Bir'A， 
QM=B'AA' (BT') = BB (BI) =E 
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印 Q, 为 正 交 阵 . 辣 理 ,4 4=- 瑟 3 ， B, 是 正定 阵 ， 
令 Q,= AB; .A=Q,B,, z &, 亦 为 正 交 阵 ， 
因此 A= BQ = QB;. 


者 还 有 A= BQ=CPi, 0 为 正定 阵 ,P， 为 正 交 阵 ， 


(BIQ) BQ) = CP) (CP,Y "有 Bi=01, 
下 面 证 明 B,C 
有 C=T idiag(h ,N,N )T 
可 设 之 本 宇 … 之 久 0， 械 是正 交 阵 
万 ;一 diag (ps Hz po)S 


可 设 ji 之 jw 之 … 之 jn>>0， 5 是 正 交 阵 . 


CC 
了 ”diag(nh， 2 ， ,T= SY diag (a sy" ,1 )S 
它们 的 特征 值 相同 = A ， 本 一 这 


TS diag Ce ,ps ,12) =— diag (NX, A, ,A2)TS-! 


邻 D=TS™ =(d;) ,dp = hd;;= dN 
不 论 太一 Ai 或 由 关心 ,的 有 ci 一 Qi 一 AQ 
即 有 Dadiag(m sppo) = diag (hh, ,Nh)D 
因此 Tdiag (a M29 A T=S diag( ,1)S 
即 Ci 一 B, 田 外 Q=Bi'A=C7'A=P, 
故 分 解 唯一 . 
例 6 设 aaz…an 为 于 个 实数 , 问 二 次 型 
FI ) 一 (z 十 aizs)2 十 (zs 十 cazs)2 十 … 
十 (xz 1 十 az)2 十 (十 ao) 
何 时 正定 ? 
ZI 十 Cs 一 JW 
解 令 Z2? 十 Gazs 一 yz 


Zar 一 多 


- 甸 123 大 


1 41 1 1 


1 z to Xo 多 
部 . , ” 、 , 二 一 ° 
” 。 Mn-1 本 
a . 。 ] 人 | y, 


f(X')=yit yi 十 … 十 yy 余 须 所 用 的 线性 变 痪 是 非 退 
化 的 . | 1 ai 
即 | | : 的 一 1 十 (一 1)"+laiaz az0 


M1 / 
_ 亦 即 aas…a 天 (一 1) 时 ,7CX ) 为 正定 的 . 
例 ? 若 对 称 隆 A 是 半 正 定 的 , 则 4* 是 半 正 定 的 . 
证 法 一 “A4 半 正定 ， … 秩 4 委 ” 当 4 为 正定 时 .4 
亦 正 定 , 当 秩 4 和 rz 一 1 时 , 即 4 奇异 , 则 秩 4° 1,A' 的 特征 
”多项式 为 : 
[4E— A [AAA 
X12 一 (A 十 Awz 十 … 十 Awm)】 
车 4 十 4 十 … 十 4。 一 0, 则 4 "的 特征 值 只 1 有 0. 
车 4 十 4 十 … 十 4 天 0, 则 4" 的 特征 根 有 一 个 是 
4 十 42 才 … 十 4 而 其 余 的 均 为 0. 
对 称 阵 4 的 特征 值 均 大 于 0 或 等 于 0, 因 而 是 半 正 定 的 . 
证 法 二 秩 A 二 1 时 ,A'* 合同 于 diag( 士 1,0,…,0), 存 
在 P=(pij) 使 
十 1 
oo 
0 


] 


A*=P 0 
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Pi 
一 十 机 (PT ppt) 一 十 aa 
pai : : 
车 4 一 一 ao, 则 45<0( 即 4 的 2 一 1 阶 主 子 式 小 于 
0) ,这 不 可 能 ,… A 一 aaa 
X'A* 从 一 gra (X! a ) Ca X)= Ca! XY (a X)>0 
A 半 正 定 . : 
A, . 
例 8 已 知 非 奇异 阵 A 一 (4) ,其 中 用 与 4 分 别 为 
， 
Xi2 与 (人 2 一 户 )X2 矩阵 .求证 四 
(1) 二 次 型 1(X)=X (A 4 一 4 A,)X 的 正 负 局 
性 指数 分 别 为 p 与 a 一 p : 
(2) 和 矩阵 4 4 一 4 4: 非 奇 异 . 
证 明 (1) 


E, / Al 
4 )4=(4" ,a9 ” . | ) 
—E.-» z | 一 下 ，， A, 


~A,A—A' ,A, 
z E, 
有 |] A 4 一 4:4， 与 


性 指数 分 别 为 p 写 n 一 记 
: (2)A'1A1 一 A',A, 的 秩 为 5 十 (wn 一 二 ,所 以 非 奇异 ， 
《 亦 可 用 上 面 矩 阵 等 式 两 端 取 行列 式 来 证 》 
例 9 设 w 一 (aez…ao)，1+caa>0 
求证 :了 = 五 十 caa' 为 正定 阵 . 
证 法 一 二 次 型 X'BX=X'(E-Fcaa' )X=X'X 
+cla X)? . 


_。 合同 ,所 以 其 正 负 避 
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当 cc 之 0 时 ,及 了 关 0, 有 XX'BX>>0， 了 正定， 
当 c<0,X 天 0, 有 X'BX=X'X+c(X'a)? 
(由 柯 一 布 不 等 式 ) 宇 X'X 二 c(X'X)(aa) 
一 XX(l 十 ca'a) 汪 0 这 时 B 亦 正定 . 
证 法 二 证 8 的 任意 & 阶 顺序 主子 式 |B|>>0， 
一 1 
设 wk=- Co, yd29 dk), 0a a 人 aa, 
| 五 :| = [E+caro “| 一 | 天 | 十 ca 区 ak 一 十 cak 人 
(由 第 二 章 例 12) : 
当 c 宇 0 时 ,1B,| 守 0 
” 当 c<0 时 ， 1B|=1 二 ca'ia 宇 1 十 ca'a>0 
例 10 设 A,B 为 有 阶 实 对 称 阵 ,4 的 特征 值 均 小 于 a， 
B 的 特征 值 均 小 于 5， 则 4 十 互 的 特征 值 小 于 a 十 4. 
证 明 aE 一 A 为 正定 阵 ， X 关 0 
X'(aE— AXS>O0, WX AX<oXX 
同 理 X'BX<bX'X 
设 4 为 A 十 B 的 任意 一 个 特征 值 , X 为 特征 向 量 . 
则 ”AX 二 (A 十 B)X 
，AX' 久 一 X'AX+X'BXZaX'X+bX' X= (Cato)X'X 
~ X'X#0 故 4 过 a 十 6。 


例 11 设 
1 1 1 
1 1 1 
A= 
1 1 1 


CD 求 方 阵 P, 使 P-:4P 为 若 当 标准 阵 
“126 


(2) 求 正 交 阵 Q@, 使 Q AQ 为 对 角 阵 

解 ”1AE 一 Al=X 一 syX 十 … 十 (一 1)”s, 
5 为 4 的 所 有 i 阶 主 于 式 之 和 

有 5s 二 $3 二"…* 汪 $, 一 0 

IE— A|=X—nA"! . 
特征 值 为 .0;”(0 为 nn 一 1 重 根 ) 

求 得 特征 回 量 w% 一 (1,1,……, 1) a 二 (1,0,.…,0, 一 1)'， 
as 一 (0, 1,… ,0, 一 1) ，……， 一 (0,0，…， 1 一 1 
到 Per， QT Te Te 


lo 


i 
PAP= 、 |=-eao， QQ=E 
0 
例 12 已 知 4 为 实 反 对 称 阵 , 则 EE 一 A 可 这 上 且 正定 


证 明 4 = 一 4，V 天 0， 
X'(E— AIX=X' (E+A'A X=X'X+X'A'AX>O 
(E—AY'=E—AA=E-A A 
” 故 E 一 各 是 正定 阵 , 因 而 可 北 . 人 * Ee 
A 
例 13 设 A.C 为 正定 阵 ,B 是 满足 方程 4 X 十 Xh47=- 
的 唯一 解 ,求证 互 是 正定 阵 . 
证 明 4B 十 B47=C， Br4 二 4B7=- CTC 
故 B=B"， 即 B 为 对 称 阵 . 
设 久 为 B 的 任 一 特征 值 ,X 是 它 的 特征 同 量 ;,BX= 和 AX 
有 X'CX=X'ABX+X'BATX=X'ALX+ CNX) AX. 
~2A.X' AX 
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C,4 正 定 .4>>0, 因 此 B 正 定 . . 

例 14 半 正 定 二 次 型 fA(X')==X'AX 的 秩 为 >, 则 

fA(X' ) 王 0 的 实数 解构 成 R" 的 一 个 n 一 r 维 子 空间 . 
”证 法 一 ” 非 奇 异 阵 PP， 使 


E. 0 E, 0 : 
i P'AP=( 。 小 .AP 天， 


/EE, 0\/E, 0\ 
EY oo 
设 B 为 P-! 的 前 7 行 作成 的 阵 ， 则 

BX==0 的 解 空间 , 即 为 A(X )=0 的 解 . 

证 法 二 A 一 CC 秩 4= 秩 C， X'AX=X'C'CX= 
(CX) (CX) 一 0 的 充 要 条 件 是 CX 一 0. 而 CX 二 0 的 解 空 s 间 是 
n 一 r 维 的 . 

例 15 设 实 二 次 型 fms sz) X' AX 的 正 负 惯 性 指 
数 分 别 为 p 及 g, 则 R" 可 表 成 两 两 正 交 的 子 空间 V1,V,,V， 
的 直 和 :RR" 一 VBV;BVs, 其 中 V,V,Vs 的 维 数 分 别 为 p,g， 
2 一 户 一 9, 且 对 于 7, 中 的 非 零 向 量 a, 都 有 f(a) 汪 0; 对 于 V， 
中 的 非 零 问 量 a， 散 有 有 f(a)<0, 而 对 于 Vs 中 的 向 量 a, 都 有 
f(a)=0 : 
证 明 存在 非 退 化 线性 变换 X=CY， C 为 正 交 阵 可 
将 二 次 型 三 cz) 化 为 规范 型 : 
1X )=X 4X 一 dy1 十 … 十 dpye 一 全 +13241 一 

一 dp4eyptaydil0 

设 C 的 行 问 量 为 P ,pp。 
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{Bp : 
齐 次 方程 组 | : || .|= 。 四 (1) 
B | 


Xl 
B ba 0 
“|=|. | (2) 
Ho . = 
* I, 0 
b, 
bh 
: 本 0 
i 0 
Ap | -| | 3) 
Ppt . 
| TX \0. 


: 人 De 

的 基础 解 系 分 别 为 mm… ,ap; X71,… ,74 及 了 入-p-4 
则 =LCay ap); Ve=L(7, 7) 

及 VV 二 L(,… ,po) 为 所 求 ， 

事实 上 ,VY aE€EV,， a 二 ka 十 … 十 k,a, 


4] 


Cr-ic=| ; |a=| | fd)=dait…+da20 
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当 az0 时 ， 所，… ,上 不 全 为 零 ， 
就 有 a1，,… ,a 不 全 为 零 ,否则 有 a 是 齐 次 方程 组 
C-X=0 的 非 零 解 ,这 与 C-' 非 退化 矛盾 , 故 这 时 je) 之 0. 
同 理 ,对 于 V; 中 的 非 零 向 量 a 均 有 f(a) 二 0 
对 于 VV, 中 的 问 量 a 均 有 f(a) 一 0 


0 
1 : 
.0 
1 tp+ 1 
又 “Cai=- 一 如 ， CC 7 一 一 jp 
0 tp+ 
0 
0 : 
0 


则 内 积 (ai,77) 二 a Yj 二 外 C' Cp 二 Epi 二 0， 因此 ,Y， 本 V: 正 
交 , 同 理 LV:， V: 上 LV,, 正 交 子 空间 的 和 是 直 和 ,因而 
V=V,ODV,OV, . : 
事实 上 ,V aE€V,a 可 由 基底 a A 
7,。-4 线 性 表示 .a 二 (kia 十 … 十 kpap) 十 C8 十 … 十 ty7,》 
二 C5 二 二 Sp op ) 二 十 ws 十 wy 
WEV, wwEV,, wiEV; 
另 一 方法 : 令 a 为 方程 组 C-X=e 的 解 (e; 是 五 的 
第 i 列 ) | : 
出 | Vj=L(a,* ,a,), Vs=L(a,yis", ay) 
Vs=L(a, ps Gn) : : | 
有 V=V,WV,.OV, 
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例 16 4 对称 ,了 正定 , 则 存在 非 退 化 阵 己 ,使 已 4P 与 
P' BP 同时 为 对 角 阵 , 且 当 已 4P 由 特征 要 为 和 ,和 
为 14B 一 4| 的 根 . 
一 存在 Pi, 合 PBPI=E, |Pi| 关 0 
P 4P, 对 称 ,存在 正 交 阵 P:， 使 


A z 
PP4PP=( 


人 P=PP,, P'(QB—A)P=AE— P'AP | 
两 端 取 行 了 列 式 即 得 . 
A 一 A 


即 入 ,0 为 |AB 一 4 的 根 ， 
令 和 M=N， 有 
1) 一 
一 人 
P(AB—A)P=| 0 
| / 2 


骨 令 P 二 (yD) 

上 式 两 疡 的 第 i 列 相 等 ; 

P' (WB 一 A)% 一 0，、 (4B 一 A)% 一 0， 即 思 是 齐 次 线性 
方程 组 (A.B 一 A) 了 一 0 的 解 . 

这 样 求 出 的 PP 还 应 满足 P' BP 一 E 

下 面 通过 例子 说 明 求 P 的 方法 步 又 : 

例 17 设 对 称 阵 
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-1 3 0 
正定 阵 
1 2 -1 
B=| 2 17 一 ? 
—1 —7 3 
试 求 非 奇 异 阵 ,使 P'BP=-E， 
1 
P'4P=| 0 
43 


解 (1) 求 48 一 A| 的 根 :=1， 二 2， 1 一 一 3 

(2) 解 齐 次 方程 组 . 

(NB 一 4)7=0 得 7=(e,0,0)，a 为 任意 数 ， 

(NB 一 A)% 一 0 得 7 一 (20,3 蚊 ， 为 任意 数 . 
(4B 一 A)7 一 0 得 7 一 (0c,2c)， < 为 任意 数 . 
(3) 得 到 :P= (7 ,72 ,73) 

(4) 要 求 满足 P' BP 二 E, 从 而 确定 :a,b,c 


dd 
PBP=| bE |=E, a=l1l, b=—l1, c=1. 
z C 
(5) 因 此 : 
1 一 1 0 
P=|0 -1 1 
0 一 3 2 


例 18 若 4,B 均 正定 , 则 |24 一 B| 的 根 均 为 正 数 
提示 用 上 题 : P' BP 的 特征 根 即 为 |1234 一 B| 的 根 . z 
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例 19 若 4,B 为 正定 阵 , 且 |44 一 B1 的 根 全 是 1.- 
求证 4 一 万 
证 法 一 P APi=E= P,P BPP,, pp, 为 正 交 阵 ， 
PN BP=E,， PAP 二 PBPl， 故 A=B 
证 法 二 A 二 CC， B 一 (C7!)'BC™' 为 正定 阵 . 
有 B= 一 Q'diag( 机 ,…, 入 )Q， 包 正 交 / 
144—BI=|aC'C—C’BC|= 1C | 一 B IC| 
B, 的 特征 根 全 是 1 , 即 和 ==1， 
.. Bl~—QQ=E, 
故 ”B=C'B,C 二 C'C==A 
例 20 4 为 正定 阵 的 充 要 条 件 是 存在 > 个 线性 无 关 的 
阿 量 w ;一 《ayjyazio"… ;4mw) ,使 4 一 aa 十 aa 十 … 十 aa ， 
证 明 4 正定 < 一 > 存在 已 ， |PI 关 0， 使 4=PP 
邻 三 一 (aaz，…van). 
4 一 PP' =aa ' 二 QoQ 十 十 Qa 
推论 1 A 正定 二 > 存 在 R 的 标准 正 交 基 Qs 
使 A= Na ol 十 jaazal :十 … 十 如 anan 
(是 4 的 特征 根 ) 


提示 
A z 
A=P| ' ,jj P 为 正 交 阵 
| APENP' +APEyP + + APE,P 
/ 有 : a 
一 Ai (al ya )eer 十 …， 二 入 (a “i, )ene, 
四 a la, 


二 Xaia 十 NoQza :十 … 十 人 asa ,这 里 书 一 (al ,az » Qn) : 
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推论 2 A 正定 二 之 4 是 nn 个 秩 为 1 的 矩阵 A; 的 线 
性 组 合 ,其 系数 为 4 的 特征 根 . A? 一 A;， A;Aj 一 0 (天门 
提示 :上 面 的 推论 中 , 令 4; 二 aa; ， 则 秩 4; 一 1， 
A?—~— aa,' qia, = AQ; ， AiAj= aa; osay 一 0 
推论 -3 ”对称 阵 4 能 表 成 秩 为 1 的 > 个 阵 4, 的 线性 组 
合 . 其 组 合 系数 为 4 的 特征 值 . 这 里 秩 A 二 +， 且 4?= 4;， 
AA;=0 / : 


A 、 
A=P 和 P' 
0 z 
0 


= 和 ANPEN,P' + AhPEP' + 和 APE,P 
一 人 4 十 … 十 人 人 4， A;= PEP 


练习 题 


a= bb) bi0, Cup 若 A 正 

定 ( 或 半 , 或 负 ) , 则 C= (C;) 正 定 (或 半 , 或 负 ). 

2. 设 矩 阵 4,B 均 非 奇异 , 且 4.4=- BB, 则 存在 正 交 阵 
P, 使 PB=4.. / 

(提示 :A'A,B'B 正 定 , 非 退化 阵 Q@ 使 
Q'A'AQ 一 QB'BQ 一 E， AQ 与 BQ 为 正 交 阵 , 
“(4Q) (BQ) -1 二 P 正 交 ) : 

3. 4 为 半 正 定 阵 , 则 |4 十 E| 之 1, 等 号 成 立 寺 -> A 二 0 

(提示 :P'AP=diag(,…, 丸 )， 让 宇 0，P 忆 正 交 . 

考虑 |P-1(4 十 E)P1|) : 
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4. 车 ( 是 正定 对 称 阵 , 则 D 一 B'4-'8 亦 是 正定 ， 
ea 4 Dl<Ial Di 


证 明 4 是 顺序 主子 阵 ， 闲 而 是 正定 的 . A ' 亦 是 正定 

的 ， 

E 0A BV/E 4-IB /A 0 

(pa gj ns - E )=(, 四 
A B 0 

(g pj 合同 于 (个 D— pr AB) 

”所 以 D 一 B'4B 是 正定 阵 . 上 面 等 式 两 端 取 行列 式 .: 
14 8B 
jg 2 
A 一 正定， A 1 一 PIP 则 
B'A-1B 一 B'P'PB= (PB) (PB) 为 半 正 定 阵 ， 

故 |D|=1CD 一 B'A4 "1B)+B'A A'B|>1D—B A BI 
事实 @@) : 

”从 而 得 证 . 

5. 4 为 n 阶 正定 阵 ,B 为 n 阶 半 正 定 阵 , 则 

14 十 B| 宇 141, 等 号 成 立 < 一 >B 二 0 
证 明 3 , 非 奇 异 P， 使 P'AP==E， 

P' BP=diag(N\ ，… 1) 一 万 ， 
14+BI=|(P-) (ED)P™ |=|P7 IIE+D| 
宇 |P™ ||IE|=|1(P TY) EP |=|1A| 
等 号 成 立 < 一 D0. 二 B=0 
6. 4 为 正定 阵 ,B 为 对 称 阵 , 则 秩 5== 秩 B AB. 
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证 明 4 二 C*?，C 为 正定 阵 ， 
B'AB=B'CB =(CB) (CB) 
即 ,B'AB 为 半 正 定 阵 , 故 秩 BAB 二 秩 CB 二 秩 BB. 
7.4 为 2 阶 实 对 称 阵 , 则 秩 4 一 "< ' 实 阵 已， 
使 A'B 十 B'A 是 正定 阵 . 
(提示 :一 = 取 B= 4) 到 得 
<2—Y X#¥0, X'(A'B+B'AX>O 
(AX)Y' (BX) 二 (BX)' AX>0， AX 交 0， A 满 秩 ) 
”8. 4 为 实 对 称 阵 ,求证 ,VY XER"， 均 有 X'AX=0 
< 全 4=0, 从 而 证 明 二 次 型 矩阵 表达 式 中 4 的 唯一 性 . 
提示 :V 六 , 均 有 XX'AX=0 < 全 4 反对 称 
又 X'AX=X'BX，X'(4 一 B)X=0， 久 均 成 立 ， 

*,A—B=0, A=B 

9. 证 明 实 对 称 阵 可 以 分 解 为 一 个 半 正定 阵 与 一 -个 半 负 定 
阵 之 和 . 

10. 证 明 顺序 主子 式 器 不 为 零 的 实 矩 阵 可 以 分 解 为 一 个 
正定 阵 与 一 个 上 三 角 阵 之 积 

11. 妈 4 为 半 正 年 阵 , 则 14 十 五 | 全 1. 

12. 设 X==CxiyT) Y=(Cyyyys), (X,Y)=0 
则 4 二 《xiy;) 的 特征 值 为 零 . | 
， Ql (=)) 

13. 设 A 二 (a;)， ai 一 ga GN 

Ql rAd2»""" sn 为 非 零 实数 ,求证 A 是 正定 阵 . 
提示 :a 二 (cl ya，…,a,)， A=:aa! 十 也 
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种 六 重 沉 性 守 加 


线性 空间 是 最 基本 的 数学 概念 之 一 , 它 用 公理 化 方法 引 
进 了 一 个 代数 系 . 线性 空间 的 应 用 是 很 广泛 的 . / 


一 、 线 性 空间 的 定义 


线性 空 s 间 是 由 两 个 非 空 集合 (V , 数 域 P)， 两 种 结合 法 则 
(一 个 是 Y 的 加 法 十 , 另 一 个 是 数 乘 , 即 PXV 到 V 的 上 映射 ) 
联 为 一 体 而 成 的 一 个 抽象 代数 系 (V ,P, 十 ,。) 对 于 加 法 作成 
“加 群 ,对 于 数 乘 满足 结合 律 ,两 个 分 配 律 .P 的 单位 元 仍 是 数 

乘 的 单位 元 . 

例 1 实数 域 R 上 ,全 体 正 实数 R+ ,规定 R+ 的 加 法 为 普 
”” 通 的 实数 乘法 , 即 a@5 二 a5, 数 乘法 则 为 £4 二, 则 Rt 对 

规定 的 加 法 及 数 习 作成 R 上 上 的 线性 空间 ， 
: 证 明 ( 咯 } 在 验证 公理 7) 

(k+l1)Oa=k :atl*a 时 ,A 应 注意 等 号 两 端 “十 ”号 的 
意义 不 同 ， 左 端 是 已 中 数 的 加 号 ,而 右 端 是 了 中 向 量 的 加 号 


二 .基底 、 维 数 .坐标 


数 域 P 上 元 向 量 空间 P" 中 有 关 向 量 的 线性 相关 性 及 
”其 规律 对 于 一 般 P 上 线性 空间 V 中 的 向 量 亦 成 立 , 基底 维 数 
坐标 的 概念 是 为 了 研究 线性 空间 中 向 量 间 的 关系 ,以 利 掌 握 
线性 空间 的 本 质 和 构造 . / 
线性 空 间 Y 的 基底:a ,Qs，,… ,a, 就 是 V 的 全 体 向 量 的 极 
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大 无 关 部 分 组 . 基底 中 的 向 量 是 有 序 的 , 若是 调换 基底 中 向 量 

的 次 序 ,所 得 到 的 就 是 Y 的 另 一 个 基底 了 . 

“线性 空间 Y 中 任意 向 量 8 均 可 由 基底 m ,os,… ,a, 线性 

表示 , 且 表 示 系 数 是 唯一 确定 的 . 称 为 向 量 8 的 坐标 ， 记 为 

CO] ， 
设 1 一 Za 十 zzaz 十 十 Tan 


炉 1 zi 
== (al ya 9 0,) | ， [8B]= : : 
基肥 Bl ,PB,,…,p, 中 向量 可 由 基底 A ;42，"""0 线性 表示 


Uli 
Pi= (a ,a,) 和 ， ;一 1 2， 
Gni 
z 记 (8 8) 一 (aa)4， ~ (a;;) 
称 4 为 基 a ,a;,… ,a 到 基 Bi ,PB,,… ,PB 的 过 滤 和 矩阵 .过 
滤 撼 阵 是 可 逆 的 ,由 Bi,B,…,B 到 ,0s，… ,a 的 过 渡 阵 为 
AI,VeEV | z 
| : Tl 1 
| | 


Un yy nn 


E== (al 多 ,Qn ) 


ZI | 了 1 “1 
则 有 | :| =4| :|1，| :I=47 |: 
zj ly) ly z, 


A 是 基 a] »""" yn 到 基 bi 9 , 用， 的 过 渡 阵 . : 
由 验证 可 知 ;[Qy ,a ,a )AjB== (ay,as,""' ,a,) (CAB) z 
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(al ya so) A 二 Ca, 0) Be (a ,0 0.) CAB) 
(ms san) AT (Bi Bi) A= (Cath yat Ba , ant+B,) A 
这 里 ,a… ,a, 及 8.…,p, 是 两 组 基底 ,4,B 是 阶 方 阵 
” .引入 坐标 概念 ,沟通 了 数 域 P 上 维 线性 空间 与 线性 空 
间 P" 的 关系 ,我 们 知道 它们 是 同 构 的 . 这 样 研究 V 中 有 关 运 
算 性 质 的 问题 可 以 转化 为 P" 中 有 关 运 算 性 质 的 问题 . 

例 2 求 例 1 中 向 量 空间 R- 的 基底 ， 维 数 ， 零 向 量 及 R+ 
中 任 一 元 a 的 负 元 . 

解 aE€ER+, 有 1 十 4 二 a 十 1] 二 1*4 二 a， 即 1 为 零 元 . 又 

a€R，4a 关 1, 若 有 ka 一 1， ui 一 1， 必 上 一 0 

好 4 线性 无 天 .ER ， barsas—logb “a z | 
即 64 可 由 a 线性 表示 ,所 以 a 为 R+ 的 基 . 5 在 基 a 下 的 坐标 为 
logab. 


a 的 负 元 是 二 ， (aDi=a 二 =1) 

” 例 3 求实 数 域 R 上 全 体 n 阶 复方 阵 C*" 对 于 矩阵 的 加 
法 及 数 乘 所 作成 线性 空间 的 基 及 维 数 . 《 

解 设 志 是 第 i 行 第 ; 列 元 到 为 1, 其 余 元 素 为 0 的 
阶 方 阵 , 则 EE;， iEs(i,j 二 1,2,…,n， Pj 左边 的 i=V 一 1) 
为 C "的 基底， C”" 的 维 数 是 2， 

”三 . 子 空间 、 子 空间 的 和 与 交 
1. 子 空间 的 判别 法 
线性 衬 s 间 Y 的 一 个 非 空子 集 W 作成 V 的 子 空 =s 间 ] 
<—>VY a， BEW, 有 a+8EW, kaEW,kEP 
< 一 >V a,BEW,k,LEP, 有 ka+ LBPEW. 
、 站 。]139 。 


2. 子 空间 的 一 般 表 示 法 一 一 生成 子 空间 表示 法 
由 线性 空间 六 中 向 量 m ,as,… ,a 生成 的 子 空间 , 记 为 
Laisar Gm) = (一切 ka 二 十 kno ,k;EP) 
生成 元 可 以 线性 无 关 , 亦 可 以 线性 相关 ,若是 6，…， 
为 a ,as，,… ,am 的 极 大 无 关 部 分 组 , 则 
La ,as am) = La sa, 0,) 其 维 数 是 
L(a, 0 ) = L(A ,… ,Bp,) < 一 > 向量 组 a,… ae 与 
pb, ,Pb 等 价 . 
例 4 设 MM 是 数 域 P 上 形 如 


ul Us 和 dn 


4=| ”“ ” .全 | 的 循环 矩阵 的 集合 


ds CC ，， Qa 
则 M 是 线性 空间 P"*" ,的 子 空间 ， 并 求 其 基底 和 维 数 . 
解 令 
0 1 
: 0 1 | /0 RE- 
?| Le O 
1 
用 一 (“ ““)， 这 里 玉 为 阶 单位 方 阵 
E, Or 


则 万 ,Dz ,…,D1 ,六 一 下 ,在 已 上 线性 无 关 ， 
日 A=alEt+azDasD 二 … 十 a._1D” ?十 a.D”” 
车 令 (x) 二 Qj 十 qzzx 十 a 十 十 anx*! 
”有 4=f(D) 
对 于 任意 的 BEM, 必 存 在 P 上 2 一 ] 次 多 项 式 gs(X) 
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使 8=g(D)， 反 之 , 亦 真 . 
这 样 , 易 证 A 十 B= 了 (D) 十 g(D)EM 
EA=kf (DEM 
因此 ,AM 是 子 空间 . 
基底 是 玉 ,D ,DD ,…,D"~!. 维 数 是 元 
对 于 自然 数 ;, 有 s= tr 广 一 0 或 r<n 
则 DD:=D”+"=— 站， 
易 证 :AB= 了 (DgCDIEM, 
且 AB=f(D)g(D)=g CD)FD)=BA 
因此 ,M 天 生生 人 的 亲 和 
例 5 设 V,V,,…,V; 为 有 限 维 线性 空间 VV 的 r 个 真子 
窑 间 ,证 明 V 中 至 少 有 -个 向 量 和 ET Go) 
证 明 对 > 作 归 纳 法 四 
当 7= 二 2 时 ,， Vi,V 为 真子 空 间 ， Y 中 有 不 属于 Vi (或 
V,) 的 元 . 大 a€EVi,aEV,， 即 得 证 . 
右 &EVi， a€ Vs, 存在 8EV,, 若 还 有 BEY ,得 证 ， 在 
BEVi,; 则 a 十 BEVi,a 十 BEV; 否则 若 c 十 PEV, 必 有 
axEVy; 矛盾 . 若 xc 十 BEV:, 有 PEV:, 矛 盾 . 
假设 命题 对 + 一 1 成 立 , 现 对 + 证 , 即 Vi Vs "…,V, 为 真 
子 空间 . 
由 归纳 假定 ， aEV;，， GG 二 1 ,7 一 1) 若 aEV,， 风 
命题 得 证 . 者 a€EV,, 则 存在 BEV,, 对 于 每 个 VG(i=1,2,…,r 
一 1) 至 多 有 一 个 EP, 使 Bka€V; Gi=1,2,… ,7 一 1)， 
否则 ,车 有 B 十 ka€Vi;， 十 kaEVi， i 一 1,2,…,r 一 1 有 
(ki 一 ki )aEV;， 关 ki 时 必 有 aEVi, 蔬 盾 
这 样 P 中 数 有 无 穷 多 , 取 SS 二, 则 p 十 SaEV; 
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(一 1 ,27) 
此 例 说 明 ,线性 罕 : 间 Y 不 能 简单 地 被 有 限 个 真子 空 站 所 
覆盖 . 
例 6 求证 在 有 限 维 线性 空 E 间 V 的 真子 空 加 YYa，， 
V, 之 外 ,存在 V 的 基底 . 
证 明 ” 设 维 数 了 = 由 例 5， e EV; GG=1,2y* ,7). 
令 Ll(e) 二 WWW, 同样,es EV ésEW)，& 关 0， 人 天 0， 
s,s 线性 无 关 . 否则 ,es 可 由 @ 线性 表示 ,eaE 了 本 ,矛盾 . 令 
L(8,8) 二 W,, 存 在 éEV,， seEW), été&EW,, &a, 
£2 ， Ea 线性 无 关 . 如 此 继续 下 去 ,可 得 si ,E2， … ,E, 线性 无 关 ;是 : 
V 的 一 组 基 . / | 
3. 子 空间 的 运算 一 一 和 与 交 。 
设 V,,V, 是 线性 空间 V 的 子 空间 
Vi+Vs= {B=@m Tel EVI, EV,) 
VNVs= {B81BEV; X BEV,) 
和 与 交 是 子 空间 ,其 维 数 关系 为 = 
dim(Vi+V2) +dim VNV) =dimVi 十 dimy: 
例 7, 线 性 空间 V 的 子 空 间 Yi 与 了 的 并 集 V1UV， 是 于 
空间 的 充 要 条 件 是 ISTV: 或 VSTV， 
”证明 一 一 显然 . : 
。 现 证 一 = ViUV, 是 子 空间 ,若是 六 与 V 不 能 互相 包 
舍 ， 则 wEV， aEV,, BEVs, BEV, 
a€EVUV,, PEVIUV,, a+pEVIUY, 
必 有 a 十 BEVi 或 a+BEVs, 若 a+PE ， 
则 a 十 Bb 一 aE€Vi， 政 慎 ， z 
例 8 LC, ,oy) 与 L(B1,… ,8 的 并 集 是 线性 空 加 
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的 子 空间 的 充 要 条 件 是 两 组 生成 元 中 一 组 可 由 另 一 组 线性 
表示 、 
例 9 数 域 己 上 线性 空 s 间 PP 的 任 一 子 空间 六 至 少 是 一 
个 PP 上 元 线 性 方程 组 的 解 空 全 . 
证 明 议 六 的 最 小 生成 元 组 为 0 
Zoor) 一 Vi , 维 数 Vi=r 


ol 1 ] 人 0 

al ， ， 0 
齐 次 方程 组 | “| | “| = | ,| 的 基础 解 系 为 

or， 0 


pp ,Bs 则 
: pr 0 


例 10 议 征 阵 4=| ;|， 则 AX= 0 的 解 笃 Es 间 


的 解 空 = 间 即 为 Lm, a,). 


| 4， 
| WW 是 AX= 0 的 解 空 s[| V., 之 交 ,i 二 1， 2,… ,t《 证 略 ) 
例 11 设 A 为 n 阶 实 和 矩阵 ,R" 为 实数 域 上 4 元 向 量 空 
,WE= (YER'|X'AY=0, VY XER') / 
则 康 为 R* 的 子 空间 , 且 维 (W) 十 秩 4A 二. 
证 明 令 W={Y|AY 一 0,YE€R*) 


则 W 为 4Y= 的 解 空 间 
ee 下 证 Wi 二 W 
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VYEW, X'AY=0 对 一 切 大 都立 . 
取 X 和 一 47 时 ,有 (47) AY=0. 
必 有 ,AY 二 0， 即 YEW. 
反之 ,显然 ,VSG， 所 以 多 | 二 
例 12 RD 话 示 外 陈 4 的 列 呵 量 生成 的 子 空 s 间 | ， 证 明 ， 
RC4)ER(CG)<=-> 存 在 矩阵 C ,使 4= BC. 
”证明 RC4IERCB) 说 明 4 的 列 向 量 属于 RGBS) 
即 4 的 列 向 量 “ 是 B 的 列 问 量 的 线性 组 合 


wp 
人 $C), ” 则 有 BC 二 A 
例 13 线性 方程 组 4X 一 0 的 解 全 是 BX=0 的 解 


< > pr 可 由 A 的 行 向 量 线性 表示 . 


证 明 AX= 0 的 解 全 是 PX= 0 的 解 
)x= 0 与 4X=0 同 解 


< 一 >(y 
一 区 (名 ) 区 A 
则 Pr 可 由 4 的 行 向 量 7 线性 表示 


反之 ， 太一 (cl CC) 


当 有 入。 使 4^o 一 0， 


有 px 一 (cl 和 yc) 
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例 14 令 NC47)={cl4ra=0， ce 为 于 元 向 量 ) 
求证 :N (4A7) 汪 N(B7) < 一 > 存在 矩阵 C 使 A=BC 
证 明 NGC47D) 二 NGCB7) 
< 一 人 由 BX=0 可 推出 47X=0 
过 由 BX=0 可 推出 erX=0 
of 为 4 的 行 向 量 ， i 二 1,2,* ,nn 
< 一 >o 可 由 B” 的 行 向 量 线性 表示 
: 二 ->at 可 由 B 的 列 向 量 线 性 表示 (a; 即 是 4 的 
第 i 列 ) 
< 一- 之 存在 符 阵 C ,使 BC= A. 
例 15 RCA)ER(GB)>N(AT ONB) 
证 明 R(A)CR(B) < 全 存在 阵 C 使 BC= A 二 ->N 
(4 NB )， 
例 16 设 N(C4)SNCB) ,求证 存在 隆 M, 使 MA=B 
证 明 N(AEN(B)<—> R(AT ER(B") 
< 一 全 存在 阵 C， 使 47C= 了 7 
即 C74=B8, 取 M=C7 即 可 . 
例 17 设 a 属 于 数 域 R 上 空间 R"， 4 与 B 是 R 上 的 
短 阵 . W 二 {Ba|4Ba 二 0}， 则 dimW== 秩 B 一 秩 AB z 
证 明 设 秩 B==r, 则 BX=0 的 解 空 间 六 是 一 r 维 的 
秩 (4B) 二 s, 则 ABX=0 的 解 空间 Vz 的 维 数 是 n 一 s， 
z ViCV,, .. nn—rn—s | 
取 六 的 基 aa，…，a-- 扩 序 成 V: 的 基 wm ,…,a,-,， 
Qu 一 r 二 19” ” ,on 则 Ba ,……， 2 一 r "r+1，"" Ba ,属于 W， 
且 生 成 殉 . 
W=L(Ba,* ,Ba,,, Bo," , Ba, ,) 
: 。145 。 


一 (Ba ,1 9 ” Ba ，) 
直面 证 了 明 Ba,,4] »""" ,Bo- :线性 无 天 


可 一 -5 Sn、 


在 2) RibBa;=0, a 2 ‘Blkja;) = 0 


jr 十 nr 十 


则 有 ， > kiai€ V1, 可 由 W 的 基底 线性 表示 


>) a= Dhar, 0 线性 无 关 ， 


7= 一 fr 十 
oki—0, 71 一 1 2 一 人 一 


为 此 Ba Ba ,线性 无 关 
鼓 dim 太一 (2 一 人 ) 一 (2 一 站 ) 一 /一 5 一 秩 B 一 秩 AB. 
例 18 证 明 秩 4B 十 秩 BC 志 秩 B 十 秩 ABC. 
证 明 令 W)== {BCa| ABCa=0})},W,= {BalABa= 0)， 
VY BCa EW'i, 有 ABCa=AB(Ca) 二 0， 有 BC(Ca)j€EW， 
即 WEW,, dimW,<dimW:,. | 
由 上 例 可 得 ”dimWi== 秩 BC 一 秩 ABC， 
dimW, 二 秩 B 一 秩 AB : 
““， 秩 BC 一 秩 ABC 声 秩 B 一 秩 AB 
.“。 秩 4B 十 秩 BC 过 秩 B 十 秩 ABC. 
特别 地 , 当 A 二 8B 一 C 时 ,有 2 秩 4? 筷 秩 4 十 秩 43. 
例 19 设 V,V; 为 线性 空间 VC 有 限 维 ) 的 两 个 子 空间 ， 
且 dimn( 十 Vs) 一 dim(CPVY: 一 1, 则 和 空间 十 V;, 与 其 
中 之 一 重合 , 交 空 间 与 另 一 空间 重合 . 
”证 明 “dim(Vj 十 V,) 十 dim(Vi 门 V,) 
一 dimy, 十 dimyY， (DD 
VIEVITVs, VNVEV, 
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dim(Y 十 VD) 之 dimVY， 
山大 dimCP 十 Yo)<dimVy， 则 六 十 Vo=Vi， 
有 dimyYy: 一 dim(Y 人 YY: ) ,从 而 V,=V) (Vs 
@@ 若 dm 十 之 dimy , 则 
dm(Y 十 Y) 之 dimyY 十 1， 
由 假设 ,dim(Vny) 十 1 这 dimy, 十 1 
故 有 dim ViNV;) 宇 dimVj ,但 了 二 (YI 门 7 )， 
dim 六 过 dimCmy)， 因而 dimy;=dimCy 门 ，)， 
太一 (fiY)， 又 由 ( 门 知 dimV ,二 dim (Vj 十 V,) 
义 VV V;, 故 V,= V+V,. 
4. 求 和 空间 与 交 空 间 的 方法 
命题 ] 线性 空间 V 的 子 空间 V， 一 Za ya) 与 
V2=LCB,… ,BD) 之 和 Vi 十 Va=Las ,0 Pi, BD). 
命题 2 设 P" 的 两 个 子 空间 一 L(a,… ,a,)， 
Vs=—=L(p, sp), a a, 与 bi, 人 为 产 中 两 组 
线性 无 关 的 向 量 组 . 则 dim(V mV?) 等 于 齐 次 方程 组 


1 
z 0 
并 ， 
(Qi Qs Ps B,) i (1) 
y z z 
0 
\y, 


的 解 空间 的 维 数 
证 明 “dim(V 门 VV,)= dimy 二 dimy 一 dim(Vi+V,) 
一 s 十 f 一 秩 (a ,… ,a,,B1,…,B,) 此 即 齐 次 方程 组 (1) 基 础 解 系 
中 所 含 阿 量 的 个 数 , 即 是 其 解 空 间 的 维 数 ， 
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命题 3 如 命题 2, 设 六 一 (zi Tigy Yi Ya) 

二 (XY) GG==1,…,m) 为 方程 组 (1) 的 基础 解 系 

令 7 一 mo 十 zaaz 十 … 十 工 a 

人 CynPit yizBst "+ yp,) 

则 LOY ) = La) NN LB, ,Bb,) 
证 明 首先 XELla,*… ,a) 站 LG(B,,*… ,Bp,) 
其 次 ,V YEL(a,…,a) 由 LCB,,…,B) 有 ， 
Y= 二 十 cas 一 dPBi 十 … 十 dp 
Ca ea—dpP——d,B,=0 

即 = (a ，… ,es 一 di;… ,一 di) 为 齐 次 方程 解 (1) 的 解 ， 
因此 可 由 基础 解 系 线性 表示 :$= 和 十 … 十 ky。 


CI k, 
C2 / z Ra 
即 有 一 (XXX 本 
cj kk 
C1 
Co 
因此 ， /一 (al ya "0,) 。 
Cs 
k, ) 有 


一 《ai ,0Q2 9 0) 人 Xe， 克 , = (7 1 
k, : 人 
故 ”和 Lyn) 
所 以 ,L(Y, yp sn) Lo s""" ,Qi 站 LA 0 9 
/1 线性 无 关 (… 交 的 维 数 为 772 ) 。 
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当然 , 亦 可 直接 证 明 Vi a9 线性 无 关 . 
即 奎 2 hy.=0 
之， Ri 一 (2 kra)a t+ ( 2 Ai ie) Qt 


一 (一 之 /及 on) 十 … 十 (一 Dkiyi)B 
—0 : z 


有 Dkra=0.s Dkrs0, Phya=0,, sos=o 
此 即 庆 十 p72 十 … 十 尼 7, 二 0 / : 
7 ,… ,7o 是 (1) 的 基础 解 系 ， 和 二 一 … 二 二 0 
故 7 7, 线性 无 关 : : 
注 ;车 求 一 般 线 性 空间 VV 的 子 空 间 Vi 与 Ya 的 变 , 须 取 
定 基 底 , 找 生成 元 的 坐标 ,将 问题 转化 到 P" 中 去 , 求 出 
了 (7 yo) ,再 令 邮 一 (基底 )7j, 则 工 (wm，…wn) 为 所 求 . 
5. 子 空间 的 直 和 
”定义 六,V,,…,V, 为 线性 空间 V 的 子 空间 . 且 W=V 
十 Vs 十 十 VV,， 霹 VY a€EW,a=a 二 oat 二 ca,aEV,, 
= 
这 种 表示 是 只 一 的 , 则 称 下 二 六; 十 Vs 十 … 十 V， 是 直 和 . 
记 为 ” 玉 = 十 Vs 十 … 十 V ,或 W 二 VBV,@B… 匆 V,. 
性 质 设 V,…,V, 是 线性 空间 V 的 子 空间 , 且 W=V 
十 Y: 十 … 十 V., 则 下 列 命题 等 价 ; 
(1) 和 多 二 Vi 十 … 十 V, 是 直 和 . 
(2) 零 向 量 关 于 Vi,V,,*…,V， 中 向 量 的 和 的 表示 法 唯一 . 
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(3)VN Vj= {0) 


i 


(4)V,; 站 (十 … 0 7 一 2 3，…3 


(5)dimW = > dimy;( 此 条 须 T 为 有 限 维 空间 ) 

证 明 ( 略 ) 加 

命题 4 设 V 是 4 维 线性 空间 V 的 一 个 + 维 子 空间 , 则 
存在 V 的 一 r 维 子 空 间 V,, 使 V=V,JQV;( 称 V; 为 Vi 的 直 
和 补 空间 或 简称 直 补 或 叫 余 空间 ) 并 问 V; 是 否 唯一 存在 ? 

证 明 设 V 的 基底 为 a,…,a,, 将 其 扩充 成 了 的 基底 


ci ,azy， CryQr+ly ”Cry 


则 的 7 一 ViDY:， 
Vi 的 直 补 存在 但 不 唯一 . 

例如 *P2 中 wm =(1,0)， a 二 (0,1)， ==(1,1) 

SVi=L), Va=La), Vi=Lla), 

一 VIBVs， P==V@@Vs, 但 VV， 

命题 5 设 WW=L(a,a,…,a 是 维 线性 空间 V 的 一 
“个 ~ 维 真子 空间 ,其 直接 补 空间 N 一 LCB,,…,B,-,), 又 设 
M=L(%,W4,… _) 是 了 的 一" 维 子 空间 


《7i :772 /RD 一 Ca ,Qs 0 有 ,pa (4 
这 里 ,A 为 >X (n 一 7) 阵 ， / A, 为 (nq 一 7) X (一 门 阵 ， 
则 M 是 W 的 直 补 空间 的 充分 必要 条 件 是 |4;| 关 0, 进 
而 M=N<=>h4=0,， [hl#¥0 
证 明 一 一 ai ,aa ar sD) ,7 717 为 了 的 基 
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和 四 E, 4 
(ai ss， ，Qr 3771 ， 和 (ai ee :ary | 0 a 
E, | 


因 ( 站) 非 退化 ， 故 |421 汉 0. 

0 A/ ~ 2 | 
= a 0 Ba) 

(oa 

0 A, | / | 

E, : 

因 , | 4:| 关 0， 故 ( 。 4] 和 化， 因而 m，… ses， 
1 -为 Y 的 基 . 所 以 M 是 多 的 直 补 站 

又 , 藻 4,=0， 1 421 关 0， 则 加 ，… 7 与 B 及- -等 
价 .反之 , 易 证 成 立 ， 

例 20 . 设 是 线性 空间 六 的 于 空间 a€EV, a 尖 0， 

则 和 ”ZL(a) 十 W 是 直 和 的 充 要 条 件 是 aEW 


证 明 `( 略 ) | 
例 21 设 册 ,yo 是 维 线性 空 Es 则 V 的 子 空 间 . 


且 2 维 V;=#， 则 = V,OVO:. OV, 的 全 是 否 正确 


证 明 该 命题 不 正确 
例如 没 ， oo 为 民 让 两 两 不 平行 的 三 个 共 本 向量， 


虽然 有 》 dimLCa) 一 一 3 

得， dimCL(a)+L(e) +L(a)) = 2 

例 22 设 Viys* 为 7 靠 衬 间 V 的 两 个 m , 维 子 空间 
(0<m 过 1) : 

”求证 ;存在 子 空间 W， 使 = -VOW= VBW 

“证明 对 一 + 作 归 纳 法 . | 
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当 n—m=1 时 ， 1 一 1 十 1， vy ,VY : 为 V 的 真子 空 |， 
存在 e€V，eEVI，eEV,， 则 W=L(e) 

这 是 因为 ;可 设 六 二 Llay,*… ,an) 

V=L(oy oan). “VV=VOW 

同 理 V=V,@BW 

假设 命题 对 于 ?2 一 天 一 天 时 成 立 , 现 看 

nm 二 =k 十 1 时 ,可 今 了 一 和 (al av)， 

V: 一 工 (8， 月。) ， EEVI， Ee€Vy, 

令 Vi=L(a sone), 

=L(P, ,Pn,€) 

有 Vi 二 VBL(e), V',=V,DL(e) 

dimy 一 dim :一 7 十 ] 

n—《m 十 1) 二 4 一 区 一 1 一 k 十 1 一 1= 上 ， 

由 归纳 假定 ,存在 子 空间 W' ,使 

VV=V BW , V=V',BW 

但 V=VJ@LCOOBW, V=V,BLOOOW' 

取 W=L(e)@W' 即 得 ， 

当 W 是 Vi 的 直 补 时 ,Vi 也 是 WW 的 直 补 ， 此 题 也 说 明了 

一 个 子 空间 的 直 补 一 般 不 唯一 . 
例 25 设 4 为 数 域 P 上 的 壬 等 阵 , 即 4 一 4 
齐 次 方程 组 AX=0 的 解 空间 为 W;， (4 一 E)X=0 的 
解 空 间 为 WW, 则 有 P" 一 W,W， 

证 明 YaE€P",， a 一 一 (Aa 一 a) 十 Aa 
A(Aa—a)=~A’a—Aa=0， 肥 (Aa——a)E€EW， 
(A—E)Aa=A’:a—Aa 二 0， 妥 AaE€ W,， 

此 即 ， PW 十 Wa 
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又 若 PEWiNW;,， 有 4p=0， 
(A—E)j= AB— B=— B= 0， 故 =-0 
因此 ， P* 二 W@W:. 


四 、 商 空间 (剩余 类 空间 ) 


设 W 是 数 域 P 上 线性 空间 的 子 空间 ,Y aEV, 令 

a=a+W={at+h|l, PEW,aEV) 

V/W=V= {alaEV) : 

则 有 ,a=7< 一 >a 一 7EW， 

事实 上 ,车 a==7， a 十 W= y+W， 存在 yE 厂 ,使 
a 一 7 十 Y， 故 a 一 7 二 YEW 

反之 ,a 一 7€EW， 设 a 一 7=7， 任 取 amEa 
必 有 XIE 碟 , 使 二 a 十 X71 二 7 十 (7 十 71)E7， 即 有 
47, : | 

辣 理 7Ca， 故 a 二 7 

规定 V/W 的 加 法 : at+p=at+B, 数 条， ka=ka 

容易 验证 ,这 种 规定 与 Y/W 中 元 素 的 代表 选择 无 关 . 

V/W 对 加 法 及 数 莱 作 成 线性 空间 . 还 可 以 证 明 : 当 了 是 
n 维 线性 空间 时 ,W 是 m 维 子 空间 , 则 商 空 间 V/W 的 维 数 是 
Hm。 

证 明 设 e162，,""",Em 是 W 的 基底 ,将 其 扩 成 V 的 基底 : 
El E29 °° Ens Emt1'"" » En 可 以 证 明 em+ 1 ,En 2 , 6, 是 V/W 的 
若 km4iEm4i1 十 kmt+zEm+z 十 … 十 ke 二 0 
(0 二 0 十 WW 二 WW) 邑 有 / 
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CkmtiEm+1 二 kntzEmtz 二 "十 ke,) =—0 
故 有 ,kmtiEm+t1 十 kmt2zEm+z 十 十 ken EW 
因而 有 ,miiEmt1 十 "… 十 ,Es 一 El 十 zez 十 … 十 尼 wnEm 
ke 十 ke2 十 十 一 上 ET 一 一 上 ee 一 0 
Eye ver 线 性 无 关 ， 
故 如 一 一 二 一 km 一 一 忆 一 0 


即 841 ,6m42，… ,8 线性 无 关 . 

V IEV/IW ,D9=be + 二 ben 二 ba 十 … 十 De, 
7— (bntienti 二 十 bn) =bie 二 十 bnen EW | 

故 7 一 (brntiéntlt "Tbes) = bryiEnt! 二 Dntatnts t+ 
十 be, 所 以 ;dim(V/W) 二 n 一 m. : 

类 似 于 加 群 ,对 于 线性 空间 的 同 态 映 射 . 商 空间 与 同 态 的 
关系 的 若干 结论 ,读者 可 以 自己 讨论 . | 

五 .线性 空间 的 同 构 

定义 ”在 同一 数 域 P 上 的 两 个 线性 空间 VV 与 W 之 间 ， 
”如 果 存 在 一 个 保持 运算 关系 的 一 一 映射 c,V a,BEV,kEP， 
ola 二 +B) 一 ola) 二 oe(B),o(lka) 一 kola) 称 o 是 V 到 WW 的 同 
构 映 射 ,这 时 , 称 V 与 WW 同 构 ， 

性 质 设 V 与 W 是 数 域 P 上 两 个 同 构 的 线性 空间 ,co 是 
同 构 映射 ,对 于 Ql»""" ,anEV, 则 CI 9 ”9 人 mm 线性 相关 的 充 要 条 
. 件 是 olam) ,olas),… ,olaw) 线 性 相关 . 

oI ha) = 2 holo). 

同一 个 数 域 P 上 两 个 有 限 维 线性 空间 V 与 W 同 构 的 充 
要 条 件 是 dimV 二 dimW 
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同 构 关系 具有 反 身 性 ,对 称 性 ,传递 性 . 因而 是 数 域 P 上 
全 体 线性 空间 集合 的 一 个 分 类 关系 ( 即 等 价 关系 ),V 宇 MM， 则 
M 是 子 空间 >o(M) 是 W 的 子 空间 . 

数 域 P 上 任意 维 向 量 空间 V 与 P' 同 构 . P" 可 以 作为 
这 一 类 线性 空间 的 代表 . 可 以 把 V 中 的 问题 转化 到 P" 的 问 
题 来 处 理 . 这 样 可 能 方便 些 . 但 要 注意 ,不 能 保持 元 素 对 应 关 
系 的 那些 运算 性 质 是 不 能 传递 的 、 

例 25 设 数 域 P 上 线性 空间 VV ,a ,…,a,EV, 且 线性 无 
关 , 向 量 组 B,…,pB。 可 以 由 ay,… ,a, 线性 表示 : 


B= Dean | z 
(Pi, ,pb,) (0,. ‘aA, A=(a, 站 为 rxXm 窍 阵 , 则 
秩 (p .pw) 一 秩 4， 且 B86,…,B 与 4 的 列 向 量 有 相同 的 
忆 性 关系 
”证 法 一 令 4= Gyoyo 
a : 


Cm 


. oC 
0=7Y= (pp.* , b,) : 


Cm 


=0 


C1 


< 一 之 4 : |= ,7n) 


C1 
: E 故 Bis"** ,Bb 
| Cm Cn 
与 四"… ,Tn 有 相同 的 线性 关系 ,当然 就 有 相同 的 秩 . 
证 法 二 将 a,… a; 扩充 成 V 的 基 
QQ (dimV =n) 
V HE 一 局 aa 十 … 十 有 an 
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Ai 
映射 :6 一 一 


R, 


使 V 与 P" 同 构 . 


| : ja 

/ (pp 一 人 

a 

所 以 ”局 ,…,B。 的 秩 一 秩 () 一 秩 4 
“证 法 三 映射 :4: kB 一 一 kW， 为 4 的 列 向 
量 ,使 L(B,,…,B,) 实 LC(%,，… ,7m), 由 维 数 相 等 ,得 证 . 

例 26 无 限 维 空间 可 以 与 它 的 一 个 真子 空间 同 构 . 

解 ” 例 如 , 数 域 P 上 W={(a,as,… as,*…) la EP， 
i€N} 加 法 数 乘 按 通常 定义 : 子 空间 W),=={(0,ai,0,as,…)) 

映射 :0: (Ca,asy ads) 一 (0 0,az, 0) 


oO 
使 WW 实 W， 
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第 七 章 “线性 变换 


加 、 线性 映射 与 线性 变换 环 Homp(V ,V) 


1. 定义 

设 V.W 是 数 域 P 上 的 两 个 线性 空间 ,如 果 映 射 9: 

V 一 一 W 满足 pC(a 十 8) 二 pCa) 十 9(B)， p(ka)= kp(a), 
Va,BEV，kEP, 称 gq 是 V 到 W 的 一 个 线性 映射 当 V= 
W 时 , 称 9 为 V 的 一 个 线性 变换 . 

数 域 P 上 线性 空间 V 到 W 的 线性 英 射 的 全 体 集合 记 为 
Homr(V , 权 )( 或 地 COV ,W)). 

性 质 (1) 数 域 P 上 线性 空间 V 到 三 的 映射 p 是 线性 
映射 的 充 要 条 件 是 : V a,PEV ,ki,ks€EP， ' 均 有 Phat kab) | 
二 kg9la) 十 ko9LB) ,一 般 地 ， 

PRia 十 … 十 有 nan) 一 一 局) 十 … 十 如 an) 

(2) 若 gEHomp(V,W), 则 gp 是 V 到 WW 的 一 个 同 态 ,车 
FEHomp(V,V), 则 pg 是 V 的 一 个 自 同 态 ; 当 9 是 1 一 1 的 , 则 
9 是 同 构 . z 

(3) 若 PE Homp(V ,W),V 是 V 的 子 空 间 , 则 pCV) 是 
WW 的 子 空间 , 称 XY) 为 ?的 值 域 , 记 为 YCV) 二 Im(9) 

”车 Wi 是 W 的 子 空间 ,Wi 在 p 的 作用 下 逆 象 的 集合 是 了 
的 一 个 子 空间 .W 中 有 零 元 的 逆 象 , 称 为 9 的 核 , 记 为 
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Ker(¢)={é€EV|g(E)=0}), 或 1(0) 
(4) 若 PE Home(V,W), 则 yp 是 满 射 的 充 要 条 件 是 
Im(9) = 二 W; yp 是 单 射 的 充 要 条 件 是 Ker(y) 一 {0}. 若 V 
是 维 空间 , 则 有 dim Im(9) +dim Ker(w) 二 nx (dim 表 
维 数 ) 
9 可逆 的 序 要 条 件 是 ?是 双 射 . 
例 1 证 明 ” 维 线性 空间 六 的 任 一 子 空间 二 必 为 某 线 性 
变换 的 核 | 
证 明 可 设 了 = LOW, W 是 子 空间 ， vaey 
有 a=pB 二 7Y， BE€EL, YEW | 
令 gla) 一 7, 则 8 是 线性 变换 ， Y BEL, peV, 
B=B+0, (PB)=0 
对 7EV ,车 有 YD 二 0， 一 胃 十 加， 
mEL, NEW, p97)=%h=0 
” 故 必 = 力 EIL， 了 为 线性 变换 9 的 核 ， 得 证 . 
例 2 ) 维 线性 空间 可 写成 二 真子 空 s 间 的 直 和 各 ， 
”VyV=WBW,， 9 是 V 的 线性 变换 ， 证 明 : 
9 可 道 二 >V 一 pW) 多 HW，) 
证 明 VV=W) 甸 W,, 分 别 取 Wi 与 W， 的 基 ay 
及 有 2， 则 mwyB8, 为 也 的 基 ， 
若 8 可 道 , 则 gla),… ,gla,) ,9(B1),…,9(B,) 为 V 的 基 . 
故 V=L(gla) ,pla BLYBD) PCB) 一 
pe 
反之 , 维 以 多 十 维 pW2)=n=7++s 
维 VYWi)<r， 维 YW2) 过 s, 必 取 等 号 
故 Ya) ,po ,9B1),…,9P,) 为 V 的 基 , 因 此 ,gp 可逆. 
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2. Homp(V ,W ) 作 成 数 域 P 上 线性 空间 
定义 加 法 及 数 乘法 则 (p+ Co) 一 Yo) 十 pCa)， 

(RP) (=k(Ga)), pyEHomr (VW), a€EV, kEP 
可 证 9 二 J， kyp 均 是 线性 映射 .而 且 ,Homr(V ,W) 
对 规定 的 加 法 及 数 情 做 成 P 上 的 一 个 线性 空间 . 
若 EHomr(V,W), ppEHomp(W,U) : 


乘法 定义 (pg)(e) 一 9 (pCo)) 可 以 证 明 ,该 乘法 法 


则 是 六 到 上 U 的 线性 映射 . 

3. Home(Y,Y) 对 线性 变换 的 加 法 及 乘法 作成 环 ， 各 为 线 
”性 变换 环 

例 3 Homp(P” ,P") 中 线性 映射 ? 均 可 以 表示 为 唯一 -的 

以 co) 一 Aa 的 形式 ， : 
aE€P",AEP™”" : 

证明 一 方面 ,任意 取 定 4AE P”x", 令 VCa) 一 4a， 

aEP’ | | 

可 以 证 明 2 是 映射 ,是 线性 映射 

p(Aia 十 有 2B) 一 Al(kiat hpB) = 有 /ArthAB 

kpla) 二 kp(p) / / 

另 一 方面 ,VY 9pE Homp CP”,P”) 


Ol 
他 1 
-10 
dy:i : _ 
ple)=B=1 |， ei=|1|[( 行 ) 
和 : 0 
Cm ， 
0 
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i 
V aEP", a= : =xje 十 X26s 十 … 十 xXx,e， 
~ va 
pa) 一 PTiei 十 raez 十 … 十 es) 
一 Te ) 十 zzg(ez) 十 … 十 Do(e) 一 TB 十 rp 十 … 十 工 ,0 


TX 
~— (PB,P:,.… ,Pp,) . = Aa 
1 
这 里 ,A (8) ,0 … ,0， ) = (a; Ne, 
注 : 这 是 一 种 线性 映射 的 表示 方法 . 一 般 说 来 ， 成 性 映射 
的 表示 方法 不 只 是 一 种 ,但 不 论 是 哪 种 表示 法 都 必须 对 于 了 
中 己 知 元 率 在 此 映射 法 则 下 有 确定 的 凶 . P" 空间 中 的 线性 变 
. 换 9, 均 可 表 为 PO) Aa,， aE€P",AA 为 P"*" 中 一 确定 阵 的 
形式 ， 


二 、 玉 Hom,(V ,V) 与 环 P"** 同 构 ， 
“(VV 为 维 室 间 ) 


线性 变换 的 矩阵 表示 : 选 定 Y 的 基底 :6 ,ee 
Pe1s E21 se) = (G8), pes) ,ee pe,)) = ese, se )A 
4= (ci) 的 第 j 列 是 gle)) 由 6,…,s, 线性 表示 的 坐标 
系数 。 四 
映射 六 ?一 4 是 Home(7 ,六 到 Poex" 的 一 一 映射 . 
(Df 是 上 映射"“ 当 ? 取 定 后 ， 基 8 ,…,é, 选 定 后 , 则 4 唯 
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一 确定 . 
名 ff 是 满 壬 :Y 4EP (8l ,EECalyaz 0) 
存在 线性 变换 LA 使 (es) 一 ci, 且 唯 一 存在 . 
加 f 是 单 射 :和 > 4,o 一 >>B，.4zo 时 ,47B， 
因此 ,ff 是 Homp(V,V) 到 P”** 的 一 一 上 映射, 且 有 
p+o——>A 二 +B, 即 f(gt+o)==A 二 +B 
f(go)=AB, fkp)=kA 
“车 gp 可 道 , 则 f(y 1) 一 A 
所 以 , 是 Homp(V ,VD) 到 P”* "十 的 同 构 映射 ， 
”Homep(V ,VP™" 
这 样 ， 对 线性 变换 有 关 问 题 的 研究 ,可 以 转化 到 相应 的 甜 
阵 问题 上 . 反之 , 亦 可 . 
呵 量 Qa 在 基底 El E29°"" 9 En 下 的 坐标 与 象 pla) 在 基 E19 E29 
… ,6 下 的 坐标 的 关系 ple, ,81) 二 (61,82 ,6)A 


: 之 1 1 
厂 CC oe ， P(a) 一 (El 6 ) : 
: Tj) yn) 
| / Z| | z | 
则 os I : 
z / Tn wa 
.1 7X 
故 | :| 二 A|: 
Yn TX, 
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三 、.P"x" 中 的 相似 分 类 ， 相似 于 对 角 阵 的 条 件 ， 
寺 征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 


1. 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 相似 
设 PEHoms(V,V)， 7 的 两 组 基 ee,e, 与 
7 一 (6 
We OCT ,7 ) = = (ni， ss ,7,.)B 
网 p91) ope, ,P= (el ,€)AP 
一 (7 ,7:)P "AP : 
“…B 二 P~1AP, 称 4 与 B 相 似 , 记 为 A~B. 反 之 ,相似 短 
阵 C4~B) 必 是 某 一 个 线性 变换 在 不 同 基 下 的 矩阵 
已 知 基 es ，…,e,， 
而 (e' ,， 天 
确定 线性 变换 y， 
“A~B, 故 存在 非 退 化 阵 P, 使 B 一 P- 4P 
则 (7 ,7 一 (eeo) 忆 为 了 的 基底 
H gn /Ee ,7 )B 
矩阵 的 相似 关系 ,满足 反 身 性 (4 一 4)， 对 称 性 ( 若 4 一 五 
则 B~ 有 4A), 传递 性 (车 A4~B,B~C, 则 4 一 C) ,因而 是 等 价 关 
系 ( 分 类 关系 ) ,所 以 可 将 Px" 中 矩阵 分 成 若干 个 互 不 相交 的 
类 ,每 一 类 有 个 标准 形 和 矩阵 一 一 若 当 标准 形 〈 可 以 作为 该 类 
的 代表 矩阵 )， 
我 们 先 研究 简单 的 标准 矩阵 一 - 对 角 矩阵 ， 为 此 , 须 研究 
特征 值 ,特征 疝 量 . 
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2. 特征 值 与 特征 向 旺 

定义 9pEHomp(V,V), 若 存在 MEP， aEV ,a 闫 0, 使 
pla) 二 Xa, 称 2 为 ?的 特 全 值 ,e 为 2 的 属于 特征 值 4 的 特征 
问 量 . 

一 个 特征 人 可 以 有 不 同 的 特征 向 量 ， 但 ， 一 个 特征 向 量 只 

能 属于 一 个 特征 值 . 

特征 值 与 特征 向 量 的 求法 

取 V 的 基 ss, 则 有 Ps ,e) 一 (seo)4， 
人 ME 一 41= CD) 称 为 4 的 特征 多 项 式 ,也 是 9 的 特征 多 项 式 . 
特征 多 项 式 的 根 称 为 g( 或 4) 的 特征 值 ( 根 ). 

若 丸 使 (4) 二 0, 求 


XI 0 
(AE— A) | 的 非 零 解 
人 0 k 
k) z 
则 0 | : pe A 的 特征 阿 量 ， 
kk, 


上 面 齐 次 线 性 方程 组 的 解 空 间 , 即 为 4 的 属于 特征 值 A 
的 特征 子 空间 , 记 为 V; 其 维 数 称 为 的 几何 重复 度 . A 在 
f(4) 的 根 中 的 重 数 , 称 为 为 的 代数 重复 度 . 

Vi=L(6 6) 全 一 (sl 人 ez， ,6.)&,, 1 一 ,2， 
pt 则 工 (w% ,oa) 为 9 的 属于 特征 值 % 的 特征 子 空间 . 


例 4 设 o 为 复数 域 上 三 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,已 
0 0 1 


0 1 0 
1 0 0 


知 o 在 基 s ,ee 下 的 矩阵 为 A= 求 o 的 特征 值 
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与 特征 向 量 . 


解 “的 特征 多 项 式 为 |ME- 4|= | 0 


(4—1)*(A+1) : 
即 得 Oo 的 特征 值 为 A 二 4s 一 1， 4 一 一 ] 
解 方 程 组 (E 一 A)X=0, 得 林 础 解 系 : 
一 (1,0,1)，é& 一 (0,1,0)” 而 
oa 一 (elyeye)e 一 el 十 es， 一 (e ee)6 一 6 
是 的 属于 特征 值 1 的 线性 无 关 的 特征 向 量 . 
“…4 的 属于 特征 值 1 的 特征 子 空间 为 L(&,é， )， 
5 的 属于 特征 值 1 的 特征 子 空间 为 L(a ,a;) 
绸 解 方程 组 (一 已 一 4)X 一 0, 得 基础 解 系 : 
1 二 《1,0, 一 1)', 则 = (eyes) 力 一 6 一 6 为 和 的 属于 
特征 值 一 1 的 特征 向 量 ， 
“A 的 属于 特征 值 一 -1 的 特征 子 空 5 间 为 LO%) 
5 的 属于 特征 值 一 1 的 特征 子 空间 为 L(8,). 
(特征 子 空间 中 的 非 零 向 量 为 特征 向 量 ) | 
注意 不 同 线性 变换 可 能 有 相同 的 特征 值 ,而 有 不 同 的 
特征 向 量 . 例如 : 
10 一 0， /一 2 一 2 ， 
3 ) 与 ( 。 。) 的 特征 值 均 为 1,2 
但 特征 向 量 不 同 . : 
同样 ,不 同 线性 变换 ,可 能 有 相同 的 特征 向 量 ,而 特征 值 
不 同 . : : 
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例如 ,{ 。 。) 的 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 
2 

亦 为 (“、。) 的 属于 特征 什 2 的 特征 向 量 

性 质 (1) 车 9 的 特征 值 为 4, 则 y 的 特征 值 为 入 ,人 # 的 
特征 值 为 愉 ， ap 的 特征 值 为 aX. 

证 明 提 示 ;9(a) 二 ha， 

Ma) 一 PCPCCa) ) 一 HAa)= Mpa) 一 AMAa 一 入 a 

(2)Y f(r) EPLz), 在 4 是 9 的 特 全 值 ， 则 f(g) 的 特征 值 

为 f(4). (证 上 略 ) 

| (3) 车 9 可逆,p 的 特征 值 为 4， 则 他 的 特征 根 为 工 
证 明 (oa) 一 Ma， a 一 他 天 一 or1(ha) 一 Ag”! (ac), 故 


g(a)=— a 


A 

(4) 车 gp 可 道 ,p 的 特征 根 )， 则 9 的 伴随 变换 9 的 特征 根 
为 141， le1s""* ,6s) = (el, ,EA. 

证 明 44 =|4| 有 ，4 一 |41471， 
4a 一 Ma， 4-io= 艺 ww， 4'a= 1414-:e= 寺 14ic 

(5) 若 p 不 可 道 ,p(el ,sj) 一 (ee)4, 若 秩 o- 秩 4 
<n 一 1, 则 秩 4 =0,4 的 特征 值 为 0, 知 秩 9 一 秩 A 二 一 1， 
则 秩 A4* 二 1, 则 A* 有 一 个 2 一 1 重 特征 根 零 及 一 个 单 特征 根 
4 十 4 十 … 十 4 (4 一 (ao ,A 是 as 的 代数 余子 式 ) 

“证明 128 一 4° |=X 一 (41 十 Aw 十 … 十 A 

一 A CA 一 (4 十 42 十 … 十 4 

注 : 若 特 4=r, 则 0 至 少 是 4 的 ?2 一 > 重 特征 根 . 

(6) 不 同 特征 值 的 特征 阿 量 线性 无 关 . 
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(7)4 一 有 ,B=P 4P, 则 4 与 妃 有 相同 的 特征 伍 。 在 “ 

是 4 的 特征 向 量 , 则 P-ia 为 B 的 特征 向 量 . 
证明 1X6 一 B==12E 一 P'AP1=14B 一 A| 
”4 与 B 的 特征 多 项 式 相 同 , .A 与 B 的 特征 根 相 同 . 
又 Aa=Aha, PBP la= ia 
BPIa)= Piha=A(P- 1a) 
即 Pa 为 召 的 特征 向 量 . 


(8) 已 知 AEP"**，aE€ PP" 是 A 的 特征 向 量 . 


则 “属于 的 特征 值 一气 和 


证 明 4a 一 Ma， ww Aa~a ha 一 Ma a 
和 = 和 (ea 天 0， wa 天 0) 
(9) 讽 A,B 为 n 阶 方 阵 ， WA gC) = pc) 
并 六 ( 全 “~ ( AB "| 
全 法 - 0 EN\B E B E/ 


两 端 取 行 列 式 得 下 人 = DB-4B 
iE A\/E 一 4 aE 0 

再 由 zj / 6) (8 EBA) 
两 端 取 行 列 式 得 

I2E—AB| .X=X IB—BA| 

“|AE—AB|=|4E— -BA| 

注意 , 当 81 9 ,in 是 工 ， 2 的 一 个 循环 排列 时 ， 

则 An，An，…， Aim 与 Ai,As,* ,A 有 相同 的 特征 多 项 
式 , 因 而 有 相同 的 迹 . 
A,B 中 有 一 个 非 奇异 ,可 设 14| 关 0 
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BA=A~'1ABA,; BA~AB,..Aspa(N\)=ANas(h) 

当 |41=0 时 ,由 于 | 一 4 或 14 一 娄 | 只 有 有 限 个 根 ， 
因此 ,存在 上 ,使 14 一 十 | 尖 0 

则 ”BCA 一 tE) 与 (A 一 tE)B 有 相同 的 特征 多 项 式 ， 

即 |[28 一 BA 十 t:B|=|XE 一 AB 二 tB| 

将 上 式 看 成 t 的 多 项 式 , 有 无 限 t 使 上 式 成 立 ， 因而 它 必 
是 零 多 项 式 , 从 而 在 t=0 时 仍 成 立 
.|2E—AB!I= |XE—BA|. 

证 法 三 | 

0 E/E A\/0 E\ /OBE 

[有 同人 性 = 人 p) 


两 边 取 行 列 式 再 分 别 乘 值 为 1 的 行列 式 得 : 


E ig B 
上 -| 
即 有 i 
IE 4 iE 8B 
| = pa 


故 ”|2E 一 BA|==|2E||E 一 A 1AB|=|14E 一 AB| 

| 当 Asxm,;Bnxs . 且 nm 时 ,有 

E, A AE, B | 
0 hE,.—BA| |0 aa 

| 忆 11B 一 B41 一 | 玉民 一 1-14B| 
2B, ,||AE,.—BA|= |4E, ,|l2E,| |E,—4-!AB| 
=E.||E,—24B| 

所 以 "|AE, 一 BA|= |2E,—AB| 

即 : 人 入 480 一 XW" 人 p41), 
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例 5 设 AER"Y™"，YaER", 均 有 a Aa0, 则 |A| 守 0 


证 明 设 4p8=)8，AMEC，0 关 PEC" 
A=atbi, B=7+7i, 1,7YER" 
有 A(7 十 7 让 二 (a 十 01) (7 十 72) 
A7=a7— bY z 
WW 
7 A7=a7 7 一 27 7 
| 7 47 一 CY 7 十 PXT 
两 式 相 加 :7 47 十 YX 4y 一 ay77 十 YX7) 之 0 
但 ,17 十 YX7>>0, 故 ua>0 


4 的 特征 根 , 除 实数 外 , 虚 根 成 对 出 现 , |4 | 等 于 其 特征 


值 的 乘积 . 因此 ,|1A| 守 0 


例 6 设 p 是 维 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 ,为 是 9 
的 一 个 特征 什 . 试 证 ,对 于 任意 一 组 不 全 为 零 的 数 名 ，,…, 


: 都 存在 一 组 基 6， …,e,, 使 a= De 是 p 的 属于 的 特征 


阿 量 . 
证 明 设 g(a) 二 ha， #0, 
z 将 Ci 扩充 成 V 的 基 Ql QO, 
令 PB 一 (k,…,k,)' 将 其 扩 成 P" 的 基 
pp 和 1， 今 T= (PB, ,p,) 


刘 j 《El ,cy ，，…， 上 2 的 基 . 


其 中 wo 一 De. 


例 7 设 4 为 " 阶 非 负 和 矩 阵 即 A 一 (a)， 


ci 之 0). 看 


对 任意 二 1,2,…,n, 有 /a4 一 1, 则 称 4 为 概率 矩阵 .求证 ， 
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有 
证 明 令 z=(1,1,…,1)', 则 Ax=1zx， 

“A 有 特征 值 1, 
若 有 MA|>>1 合 Aa 二 Xa， ac0， a 一 (站 2) 
设 max{ 16 1,…,|6,|} 一 |b|>>0 


和 Aa 一 46， 可 得 了 a 一 贡 
UABSPY 15 | = 入 “如 


< Panl=1: a= 矛盾 , 故 有 |4|<1. 

例 8 A,BEP"* " 且 4 的 特征 值 两 两 互 异 ， 则 4 的 特征 
向 量 恒 为 B 特征 向 量 的 充 要 条 件 是 4B= BA 

证 明 设 A 的 特征 什 为 ,A2,… .如 ， 入 关 罗 ”A 的 属于 
的 特征 向 量 为 @; 即 Aa; 二 Xai, 则 -a ,wo 线性 无 关 . 

/ 一 =~ :a 是 B 的 特征 向 量 , Ba 一 tia 


Ba Qo """ ;0 ) = (ai »"** , 0, ) 


4 
ACai ss 0a) = (a ,ass 0) A ] 
i 
仿 P-1— (gq,,*… ,a,) 


A £ \ 
AB=P™" 扩 PP P 
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A z 
—pPp-il At P=BA 
- A ， 
一 一 Aa 一 Xa;:， 了 特征 子 空 间 是 一 维 的 
» AB= BA4, Aba= BAa= B(Na) = ABa, 
即 Bo;EV ,所 以 Ba 可 由 w 线性 表示 
Ba 一 tiai, 即 a 为 B 的 特征 向 量 . 
3. 特征 多 项 式 的 性 质 
(4EP” ,4 的 特征 多 项 式 (4= (ay))， 
44(4) 一 | 一 4 一) 一 0 一 NG 一 CO， ) 


-如 十 2 (DSi 
(Si 为 A 所 及 阶 主子 式 的 和 ) 


特别 地 :他 0 一 人 aa， [=14 

《2)4 为 退化 的 二 => 4 至 少 有 一 个 特征 值 是 0 
(3)A~B, 则 |4E 一 4|=|4E 一 B| 
4~B<> (4E 一 4A) 与 QE 一 B) 等 价 
(4) 右 | 一 4| = , 则 f(A)==0 
(Hamilton 一 Caylay) 定 理 


迹 的 定义 设 4 一 (caoxo, 称 之 au 为 A 的 迹 , 记 为 trA. 


迹 的 性 质 GDtr4 一 之 ， (2 为 4 的 特征 根 ) 
tr(aAi+6B)=atrA btrB : 
图 相 似 和 矩阵 的 迹 相同 ， 
ditr(4)=tr(C47 
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Otr(AB)=tr(BA) | 

-的 寿 4= Ca,) ; 则 tr(4'4)= > >a 

”证明 “A A= (CD, ci Za 

tr(A' A)= >c,- > > 

例 9 设 4 为 实 逢 阵 , 则 tC44)=0<-> 4-0 


/ 证 明 tr(44') 一 0， WD Ss 
<—>a;i=0<——> A=0 
例 10 将 x 阶 实 矩阵 A 二 Ca) 的 全 体 元 素 的 平方 和 记 


Te 


为 (0) 2 >, 求证 :4 是 正 交 阵 的 充 要 条 件 是 任意 
n 阶 实 方 阵 B， 均 有 o(ABA’')= o(B). 
证 明 显然 a(A) 二 tr(A’'A4)， tCP'AP)=trA (PP 为 
正 交 阵 ) 
——=> tr[(ABA’) (ABA YI (AB BAY tr(BB) 
所 以 o(ABA')=60(B) 
<——o(AEA! )=o(E)=tr(E'E)=—n=o(AA') 
今 4 一 (ao ,aya ) 
则 :oC(Alaia; )4') 一 c[CCaay )) 
=tr[(ga; ) (ao )] 一 tr(aia aiay ) 
一 (ai oai)tr(aia) 一 (aai) (oj ai) 《oui 为 一 个 数 ) 
AE;;A' 一 aia) ， oaiai )=o(AE;A’)=o(E,)=1 
(对 任意 的 i.j 均 成 立 ) 克 (aa) Cay ay) 二 
“Qa 二 1( 当 i 二 7 时 ) : 
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QT 
f 


0 
“0CA'A)=orl (al ,as s,Q )) 


0 1 


其 


= 0+) nt 0) 
当 ;天 7) 时 《aa) 二 0， 即 A4'A=E 
例 11 1 阶 方 了 泗 A.B.AsND)= 了 GQ) 
则 A(B) 降 秩 <--> 4 与 有 公共 特征 值 
证 明 A、B 的 特征 值 分 别 为 :A1,hp ,与 Us, 


Aa(A) = f(N)= i CQ 一 1) 


FI= 上 LE=( 一 DuE 一 DB 
= 16- =0 
<=- 人 之 存在 1 使 A 二. 
例 12 线性 空间 C",4 为 C 上 ? 阶 方 阵 ,EC" 
ay Aa, 4za, ,dia 线性 无 关 , 和 是 4 的 一 个 特征 值 ， 
则 特征 子 空间 Vi 是 一 维 的 ， 
证 明 a,Aa,A?a,…,A” "a 线性 无 关 , 是 C” 的 基 
“A"a 可 由 上 面 的 基线 性 表示 ,有 
A"a=kiad kAad "+k, A ia 


i 0 Rk, 
Ala, Aa, ,A la)= (a, Aa,*.*,. A” ! )| | 
Qa, Aa a a,Aa a EF, Kk 


其 中 KK 一 (ko,…,k)， 邻 P=(a,Aha,'…,A”"'a) 
有 PiAP | | T 
: \E,) K) 
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[WE—A|= |hE—T|=0 
(WE 一 T) 有 1 一 1 阶 子 式 不 为 零 
故 rank (WE—T)~—n—]1 
(WE—T)X=0 的 解 空 间 是 一 维 的 . 
从 而 (WE 一 4)X==0 的 解 空 间 Vi 是 一 维 的 . 
例 13 证 明 :复数 域 上 任 一 二 阶 矩阵 4, 必 与 一 个 上 三 
角形 兴隆 相似 ， 并 由 此 证 明 Hamilton ~ 一 Caylay 定理 . : 
古 明 对 用 归纳 法 ,存在 4w 一 ha,m 天 0 
将 a 扩 成 C" 的 基 mm ,oo, 令 已 一 (wya) 
fa sa / 
AP1= (ail,Qs "0,) ? 
. A 
， 0 
4 和 丰 72 一 1 阶 答 阵 , 由 归纳 假定 存在 非 奇 异 n 一 1 阶 阵 


. z 0 z 
Q, 使 Q-141Q 为 上 三 角 阵 , 令 P:=(。 ， 了 = PP,, 则 


P- 4P 为 上 三 角 阵 , 当 ””=1 时 ,显然 成 立 . 
再 证 :14E 一 4|= 了 (0) 一 一 1) (2 一 4)… (24 一) 
f (PIAP)= (PIAP—NE)(P IAP— AE) PAP 
AE) | | : 
0 Nh 


人 人 一刀 4 一 
。 173。 


故 ”f(A4)==0 
例 14 f(x) 为 实 系数 多 项 式 , 求 矩阵 4 ,使 FC4)=0. 


解 设 f(D Da a;ER,a,#0, 
又 设 s ,es，*…， 5 是 至 sR 的 一 组 基 


令 p(s8i)=8i41) 1 一 1 2 gs) 一 一 二 他 ar 


则 ?为 R' 的 线性 变换 
G |! (£1)=&, (1 <: 委 7) 


于 是 f (pe= ag Ce) 一 

Co (6 ) 十 QOS )Tap (8) tag (el) 

一 Co6l 十 Cies 十 azss 十 … 十 0 ie 十 aaP(Ce) 一 0 
f(De=f (PY 1e = fp)e 一 0， i1=1,2,'",n 
所 以 f(9) 为 零 变换 ,gp 在 基 & ,es,… ,es, 下 的 和 矩阵 为 


/Jo 5 
he 3 其中 Si 一 一 ala 


S=—— pC … a1) ,有 f(A4)=0 
4. 最 小 多 项 式 
. 定义 ”VY gE Homp(V ,7)， 非 夫 F(z)EPCz] 使 
f(g) 二 0; 称 f(x) 为 9 的 零 化 多 项 式 . 称 9 的 次 数 最 低 的 


且 首 项 系数 为 1 的 零 化 多 项 式 为 2 的 最 小 多 项 式 记 为 
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mo( MA). 
”hn 维 空 间 V 的 线性 变换 p 的 零 化 多 项 式 是 存在 的 . 
me(2) 也 是 存在 的 且 是 唯一 的 . : 
mr(A) 不 一 定 是 既 约 的 . 这 是 因为 车 mp(2) 二 g (4)S (4)， 
me(9) 一 g(9)S (C9) 二 0, 而 不 能 断定 g(9)=0 或 SC9)==0. 
(“ 环 Homr(V,V) 有 零 因 子 ) / 
当 V 是 维 空间 时 , “Homp(V ,VD 之 Px* 
所 以 讨论 mp(2) ,只 要 讨论 ma (4) 即 可 . 
性质 (1)AEP"”X",g(4)EP(A), 若 有 gC(A)= 二 0，: 
W724 C4) | g C0). | 
证 明 gD)=maCVDgC0) 十 r(2) 
(WD)=0 或 OY)<9ma(2)) 
gg(A)=—=ma(A)g(A)++r(A)=0 
or(4) 一 0， 由 最 小 多 项 式 定 义 必 有 rN)==0 
故 as)igGD 
特别 地 aaG)1 AsG) 一 | 一 4 
《2) 相 似 和 矩阵 的 最 小 多 项 式 相 等 ， 
证 明 4 一 B，B=P- 4P， ma(A)=0, : 
ms(B)=0, : / 
ma(B)=ma(P-'AP)= p-ima( A)P= 0 
故 ms (0) [ma (2), 同 理 m4 (4) ma(4) 且 首 项 系数 为 1 ,所 
VA ma ld) =mp (A). 
A As\ 
(3) 设 | 人 其 中 4 ,4 均 为 方 阵 . 
则 A 人 40D)= 人 A (DAa 0). 
Lma (a) > DA, (4)) [1a C4) 


* 17/5. : 


并 且 当 4 一 0 时， ma (和) 二 Cma (XW) ,na (4)] 
证 明 人 As)= 和 人 (0，A 人 CA) ,显然 成 这 ， 


0 /1(4,) 
ma(A,) 党 

圾 ma(A)=| 0 cy)- 

有 ma(Ai) 二 0， “2a, (A) ma CA) 

ma(As)=—0, “ma CA) [ma ld) 

因此 Cnn G0) ,ma (A) |mea CA) 

当 As 二 0 时， 设 Cms C2) ,ma, (XW)]== 有 (2) 

(A)= ma (A)g(4), 

h(AD)=ma (ANg(A) =—0 


VY f(A)EPCND, 均 有 | 


同 理 关 (4;) 王 0， 故 得 n= )=0 
/ hh(A;) 
因此 ma CA) 1AC)， “ma(4),h(2) 首 项 系数 均 为 1, 所 
以 ma Cd) = Lma, CA) na, (A) : 
(4)A 的 最 小 多 项 式 是 (XE 一 A) 的 最 后 一 个 不 变 因 子 ， 
ma (A)=d, (A) 且 会 全 一 (CA) 《7 一 荆 阶 行列 式 
因子 ) | 


证 明 设 4 的 车 当 标 准 形 为 


J 
| . 
J 


A (4) 一 [AE— J | 一 = (A— aA)” 


， Jx 为 色 阶 若 当 块 . 


pa C1 ) = (Ty — NE )’ 
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1 0 
必 有 右 二 . 即 的 最 小 多 项 式 为 (42 一) 


g (Jn) 


fg(J)= “。 
SCVx) 
g(J)=0<>g(J)=0，i==1,2,…,s， 同样 ， 
m=0<—>mn (J)=0, mH) lm) 
my 是 mn《4)， (i 二 1,2,…,s) 的 最 小 公信 式 , 即 全 部 初 
等 因子 的 最 小 公 倍 式 ， 也 于 和 有 个 入 


DO AAW) 
的 D7 D0 
, A | 
二 一 DG) 


(5)4 的 任 一 特征 根 均 是 最 小 多 项 式 的 根 

证 法 一 AD=d Gd (VD)…d,(X),d;( 和 ) 是 不 变 因 
子 ,dW | diy) : 

设 为 为 人 4() 任 一 根 ， 

则 C2 一 40) | 人 和信 4 C00) ，.…. C2 一 NA) 1d.C2), 

CD ， 

d, (4) =ma (4) 

部 C2 一 10) |ma(24), 即 为 %, 4) 的 根 

证 法 二 | 的 特征 根 为 A , A2，* … 人， 
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但 ma(4) 的 特征 根 为 ma Gh) ,ma Ch) ，… ,ma (4,)， 
而 ma(A) 一 0， ma(4) 的 特征 根 全 是 零 , 故 ma(%)== 0 
证 法 三 设 |%E 一 A|==f(4)== 作 4(h)=0 
ma(A)= aA)g Dr, malA)= (A—hBE)g(A) t+rE, 
rE 一 一 (A 一 加 E)o(A), 两 端 取 行列 0, .7 一 0， 
由 (C24 一 40) maC4)， 故 罗 为 ma(4) 的 根 . 
(6) 仓 在 正 整 数 &, 使 人 CA) | Cma 62) 
提示 :人 入) 的 根 是 ma(2) 的 根 
全 15 设 p 为 n 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,mo(x) 为 其 
最 小 多 项 式 , f(x) EP[xj, 则 7 可逆 的 充 要 条 件 是 
(mo(7X),f(7r))=1 
证 明 一 存在 w(x) ,v(x) 
使 mG)uCz)+T fr)v(r)=1 : 
mo Ou DHF UD “mp)=0 
有 fl9v(9)=1 故 f(9) 可 道 
一 和 > 设 (mp(7) ,f(T))=r(r) 
mo(x)=r(r) gr), zxz) 一 r(Cz)AGz)， 
9 一 r(Dh(9)， “(9) 可 逆 , 知 rl9) 可 道 
“mep —r(PD gD =0,N g(9)=—0 
DGCgGCZ) RA mr)) 
必 有 3g(r))= 二 0Cmptxx))， CD) 一 0 于 是 
r(r)=1] : 
例 16 设 厂 是 矩阵 4 "x" 的 多 项 式 的 全 体 所 组 成 的 线性 
空间 , 则 aCma(4)) 二 维 数 W= : 
证 明 … 开 ,4,4:,，…,4 和 :在 已 上 线性 无 关 ( 和 否则 与 
ma(4) 的 次 数 是 上 蔬 盾 )， .. 维 WW 二 
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当 S 之 k 有 时 ,X= 二 ma (2)g (A) 十 r(2) 
rlX) 一 0 或 0)<k z 
一 ma(A)gCA) 十 rr(4) 二 rrCA) 即 妈 可 由 ,A,… ,A ! 线 

性 表示 , 故 维 W<<k | 

所 以 , 维 W=k==9Cma(2)) 

例 17 设 4 的 特征 根 是 实数 ,求证 4 的 所 有 一 阶 主子 
式 之 和 ， 与 所 有 一 阶 主子 式 之 和 均 为 零 的 充 要 条 件 是 4 的 特 
征 根 全 为 零 ， 

“证明 设 I4B 一 4|= 人 2) 


一 0 一 0C 一 如 CA 一 各) 一 人 十 2 (一 14S 和 


D2 p> be 


= (t, (A) -25,0 0=0 
Np 二 12 *» J) 


-一 一 洛 1 一 0， HN)= 2 ai 2 一 


R=.(A))—25,=0—25,=0 

So 一 0 

例 18 设 4 为 对 称 阵 ,4 的 所 有 一 阶 主子 式 之 和 与 所 有 
二 阶 主子 式 之 和 为 0, 则 4 一 0 z 

证 明 由 上 题 知 ,和 一 0, 因 4 对 称 所 以 存在 正 交 阵 工 使 

A, z : 


人 
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例 19 4 是正 交 阵 ,B 是 半 正 定 阵 , 则 滋 积 48 的 特征 
根 非 负 . 
证 明 ，…4 是 正定 阵 , 则 存在 可 逆 阵 已 ,使 4 一 已 已 
故 4B= PPB=PPBP(CPD)-, 即 4B~PBP， 而 PBP， 
为 半 正定 阵 ,其 特征 根 非 负 ， .4B 的 特征 根 非 负 
注意 :AB 不 一 定 是 对 称 阵 , 所 以 不 能 称 为 半 正 定 阵 
例 20 设 A,B 为 实 对 称 阵 , 则 +t.(4B)?<t.A*B? 角 阵 ， 
证 明 ”反对 称 阵 酉 相似 于 对 角 阵 ,反对 称 阵 的 特征 值 是 
零 或 纯 虚 数 . 因此 ,反对 称 阵 的 平方 的 特征 值 是 非 正 实数 . 
4AB 一 BA 是 反对 称 阵 t.(AB 一 BA) 委 0 
即 ,t:CCAB)+ (BA)’—2ABBA)J<O 
故 ,t2(4B)2<t24B24，tC4B)2<t42B2 
例 21 设 ) 为 矩阵 4B 与 B4 的 非 零 特征 根 , 证 明 AB 
”属于 4 的 特征 子 空间 W; 与 B4 属于 4 的 特征 子 空 上 V, 的 维 
数 相同 . 
证 明 WV {XEC|ABX= _ 
一 {yEC 1B4Y=- 7) 
设 X i W 的 基底 ， 
ABX.= 一 4X;,， 有 BABX,XBX,， 即 BX;EV， 


着 kBX= 0 则 AC Dh BX 0 


即 DABX pa,=0 四 
“ 则 有 2==0,， 1A 关 0， 名 一 0， i 二 1,…,r, 即 BX,,… 
BX, 线性 无 关 . 
故 ” 维 WW; 过 维 V, 同 理 维 V 志 维 Wi, *. 维 Vi= 维 Wi 
“1 180， 


例 22 车 方 阵 4 可 道 ， 则 4 ,4" 均 可 表示 为 4 的 多 
项 式 . 
证 明 A BEART DS 
十 (一 1)》"1S,_1A 十 (一 1)"|4| 
Aa(4)=4 十 (一 1)S14" 十 … 十 (一 1)"19, 14 
二 +(—1)|AIE=0 z 
全 十 (一 Do514 ”十 十 (一 1 一 1S， 4A 二 (一 1)"+1|A|E 


4(4 十 (一 DSI4 十 … 十 (一 Dr1S， IE) (1 1 
-EF 


DAA + DS A + 
二 (1)" 1S,.1E) / 

2 AA 1AlE 

AlA (DAT DS a+ 

ee :> 五) 

推论 可 闷 的 循环 阵 的 逆 矩 阵 仍 是 循环 阵 . 

5. 相似 于 对 角 和 抢 阵 的 条 件 

4 的 不 同 特征 值 的 特征 向 量 是 线性 无 关 的 一 般 地 ， 有 

命 十 设 A 人 42) 二 |4E 一 A|=(4 一 4G 一) 

QA—A) 1 

特征 子 空间 久 的 基底 底 为 生 …, 和 ， 1 一 1…,7 

则 和 6 6 线性 大奖 ( 称 为 竺 全 向 量 和 ) 


证 明 硅 2 Dhaka ~0 
5] 5r 
即 有 这 ha 人 i 十 … 十 habs 一 0 
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有 2 As 和 Vi, 必 有 2 kia id 二 0 


这 是 因为 不 同 特征 值 的 特征 向 量 线性 无 关 ， 

进而 有 ka 二 0 (证 毕 ) 

推论 $1 十 $2 十 … “十 $5, 奔放 n z : 

(1)4 相似 于 对 角形 矩阵 的 充 要 条 件 是 4 的 特征 向 量 系 
可 作成 空间 P" 的 基底 . (这 时 , 称 此 特征 向 量 系 是 完备 的 ) 

(2) A 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 特征 子 空 间 维 数 之 和 


为 1， 即 半 (V5 的 维 数 ) 一 n, 亦 即 的 几何 重 数 ( 维 V,) 等 于 
的 代数 重 数 (&;) 
(3)4 相似 于 对 和 角 阵 的 充 要 条 件 是 A 的 初等 因子 是 一 
次 的 . 
(4)4 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 4 的 最 小 多 项 式 
z ma(4) 无 重 根 。 
证 法 一 
“不 变 因子 dl， CD 是 全 体 初等 因子 的 最 小 公信 式 
“dd,.(4) 无 重 根 , 妈 ma (4) 无 重 根 z 
证 法 二 一 >> 设 P-'14P=D=diag (hh,…, 久 )， 
A 的 所 有 不 同 的 特征 根 为 A ,A ， 公 ， 
令 gCD 一 (一 1 一 2 AA) 

则 gCD)= DAE)CD—AhE) DD—AE)=0 
“gD)=g(P*'AP)=P-ig(A)P, 5(4)=0 
从 而 ,ma(4) [gC2) ,所 以 ma(2) 无 重 根 

”一 一 ”可 设 ma(0)=(4 一 入 )Q 一 和)… (2 一 入 )，,. 
ma(A)=(A—AE)(A—NE)(A—AE)=0 

, 182 。 加 


设 秩 (A4 一 AE)==7; z 

由 第 四 章 例 15 知 六 十 天 十 … 十 mm 委 (一 1)72 
即 (2 一 r 十 (aa 一 r) 十 … 十 (一 让) 之 大 

n 一 7; 是 齐 次 方程 组 CE 一 A) 甸 ==0 的 基础 解 系 中 所 含 
向 量 的 个 数 , 亦 即 特 征 子 空间 V 的 维 数 . / 

由 前 面 的 命题 ,4 的 线性 无 关 的 特征 向 量 系 可 以 作成 疡 

的 基底 ,因而 4 相似 于 对 角 阵 . 

(5)A 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 对 于 A 的 任 党 特征 根 
%, 均 有 秩 CWE 一 4A)== 秩 (WE 一 AY? 

证 明 4 相似 于 对 角 阵 < >ma( 人 元 重要 

先 证 必要 性 :ms(1) 无 重 根 四 

CA—A) ma Cd) Cma dA), (Mh) )= (A—N) 

故 存在 pi) ,vOD) 合 maCDpCD 十 GQ 一 ?v0D) 二 2 一 和 

4 代 有 A 得 (A 一 AE)Yv(A) 二 A 一 AE 

秩 C4 一 入 E) 过 秩 (A4 一 入 E)? 
但 秩 (A 一 入 E)? 志 秩 (A 一 XE) 

秩 (4 一 AE) 二 秩 (A 一 EY) 

下 面 证 明 充 分 性 ,我 们 证 明 m4 (4) 无 重 根 ,否则 设 4 的 
特征 根 不 是 maC2) 的 单 根 , 则 C4 一 2)?|maC2) 

有 ma (NW)= (4—h)?g(X) : | 

ao((X 一 A)g《 和 A) ,9Cg (和 )) 均 小 于 9(1m4 (2)) 
(4 NB)904) 地 0404) 天 0 mn(A) 是 最 小 多 

项 式 ) / - 

但 (4 一 E)’g(A)=ma( A)=0,.. ‘gC(A)#0 : 

和 扼 阵 gCA) 中 必 有 不 为 0 的 列 向 量 是 齐 次 方程 组 
(A 一 EY? 久 一 0 的 一 个 非 零 解 而 不 是 (4 一 hE)X=0 
/ .183。 


的 解 ,但 与 秩 (4A 一 WE)== 秩 (A 一 NE)? z 
因而 方程 组 (4 一 hE)X=0 与 (A 一 E):X=0 同 解 ， 
韦 盾 . 

ho 是 masG) 的 单 根 ,ma(C) 无 唱 根 

推论 4 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 对 于 4 的 任意 特 
征 根 丸 ， GE 一 A) 与 (WE 一 A)? 的 值 域 相 等 ,或 者 它们 的 核 

相等 . z : : 

(6) 设 入 42)==|4E 一 4 二 2 一 4% (4 一 4), 则 A4 相 
似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 特征 子 空间 凡 与 (人民 一 4 入 的 核 室 ， 
间 的 维 数 相等 ， i 二 1],2,"",5 后面 证 ) 

例 23 方 阵 A 适合 和 十 24: 一 4 一 2E 二 0, 问 A 是否 相 
似 于 对 角 阵 

解 gC 二 履 十 2 一 A 一 2 一 (A 一 2) (4 一 1) (4 十 1) 无 重 
根 ,g(C4)=0， maCW)1g(X)， maG) 无 重 根 ,… 4 相似 于 对 = 
角 阵 / 

例 24 短 么 阵 相似 于 对 角 阵 / 
/ 证 明 A*==E， 设 入 为 4 的 特征 值 ; 则 村 为 A 的 特 和 下 值 

及 二 1， 为 有 次 单位 根 
令 gzZ) 一 z 4 一 1 = (xe) (ze) (re). 

s; 为 次 单位 根 | 
g(A)=A*—E=0.ma(2) |g(A), mal4) 无 重 根 
因此 ,4 相似 于 对 角 阵 . 

例 25 设 wy 为 数 域 己 上， 维 线性 空 s 间 VV 的 两 个 线性 
变换 , 且 (As(C),A'G) 一 1 (Ai) 为 人 (CA) 的 导数 多 项 
式 ), 则 jp 二 pp 和 > Cv (NW) oo)) 一 ] / 

证 明 设 p.y 在 V 的 基底 a,… ,a 下 的 矩阵 为 4 与 忆 
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”可 换 ， 


由 (AD ,AGO ) 一 1 

知人 (1) 无 重 根 ,4 相似 于 对 角 和 矩阵 有 
A 
P-1AP= 


人 


邻 P-1BP=8, 
Wj 一 J9 所 祖 4B 一 BA 二 4B= Bi4 < 人 Bi 为 对 角 阵 < 全 
ms(4) 无 生根， < 寺 坟 (m8 (M4) ,mm 24))=1 
< (my(h), ms(4))=1 
例 26 一 组 两 两 可 交换 的 方 阵 ,它们 都 相似 于 对 角 阵 ， 
求证 :它们 可 以 同时 相似 于 对 角 阵 | 
证 明 对方 阵 的 阶 数 x 用 归纳 法 证 
设 方 阵 A,Bi,B,,…,B, 都 相似 于 对 角 阵 , 且 两 两 


当 7 1 时 ,显然 成 江 
”假定 命题 对 阶 数 不 超 过 一 1 时 成 立 , 现 对 2 证 , 设 4 的 
不 同 特征 根 为 jj，…,h, 的 重 数 为 ;, 则 存在 非 奇 异 阵 


P, 使 
A 


1 


~_P-!1AP= 


记 为 P-1B;P= D, 


“AB,; 二 B;A. “.CD; 二 DC, 故 D; 为 对 角 块 阵 
D, / 
“|? D; 的 阶 数 为 Fi 
Da 
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“DD; 相似 于 对 角 阵 ， ….D; 亦 相似 于 对 角 阵 

曙 一 方面 “BB, 一 B,B; DD.= DD, . 
D,D, 一 D,D,， D,,D; 的 阶 数 小 于 或 等 于 一 1， 由 归纳 候 
定 , 对 每 个 i, 有 非 奇 异 阵 Q;， 信人 DG 一 Ah 同时 成 对 角 
医 , 记 


Qi 
G=P -PQ 
Q&, / 
则 G-BG=Q-P-BiPQ=Q-DQ 
Qi-DiQ | M, 
QD Qs : M 


G-4G=Q-P-I4PQ=Q-IcQ=C 

例 27 设 A.B 为 n 阶 实 方 阵 ,A 一 A,B'=B,AB=BA 
求证 可 逆 阵 G 使 G~'4G 与 G~1BG 均 为 对 角 阵 . 

证 明 可 利用 上 例 直 接 得 出 , 亦 可 证 明 如 下 : 

由 A? 二 4, 知 存在 可 逆 阵 使 


=C 秩 A=r 


Mx. NN 
| R s) 
CD= P-I4PP-IBP= DC 
M N AM 0 

)= 一 人 上 )， 
M 0 、 ~ 
0 中 


加 
P-4P=| 
0 


P-:BP=| 一 了 


cp- 


.N=0,R=0, : “.D=| 


M: 0 
|( | j=D， M:=M, 一 9 
0 92/ 


E: 0 
在 在 QQ ， 使 orai=(E 


0 
Qn'sQ.=( ~ 1 , 令 o-(™ 0 
已 
有 QQ 1DQ= ， orco=-( ] 
已 ， 0 0 
| 
取 G= PQ, 则 有 和 


E, 
~ i/E, 0 | 
GAG=( ~” )，crac= 

/ 0 0 也 

- , 0 

例 28 设 问 量 ea= (cl,az， as)， a; 关 0 

(1) 证 明 ,; 奎 B 一 aia, 则 B= 一 mB (& 为 自然 数 ) 

(2) 求 可 道 阵 了 使 P71BP 为 对 角 阵 : 

证 明 (1)Bt 二 (a)(a a) (Co a)=o Ca0 (aa ) 
(aa' )a= ( 2.a8) 和 wa=mB, 其 中 m= ( 2 a) 

(2)”“B 的 t 阶 (t 宇 2) 子 式 均 为 0 


trB= 2 入 ; 一 Dj a? 


了 的 特征 值 为 过 ,az 及 0 
B 一 《al ,ay 为 属于 特征 值 Za 的 特征 问 量 
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8B, = (—a, 如 1] 0 0) 
B: 一 (一 ay0,aly 0…0) : 


B= (—as,0...0,a1) 
”是 了 B 的 属于 特征 值 零 的 特征 向 量 
令 P 一 ( 色 ,色色 ), 有 |P1 天 0 

Sa 


P-” BP= 


四 、 方 阵 A 相似 于 准 对 角 和 矩阵 、 值 域 . 核 、 
不 变 子 空间 、 值 域 与 核 的 和 是 直 和 的 条 件 


1. 不 变 子 空间 的 定义 

设 9pE€ Homs, (V,V), W 是 V 的 于 空 s 间 ， 车 pC(W) 忆 W， 
称 W 为 9 的 不 变 子 空间 . 记 为 9 一 一 W | 

2. 不 变 子 空间 、 值 域 . 核 的 若干 性 质 

(1) 设 子 空间 W=L(a,*… ,a,) 

则 go—W<—> pa) EW. i1=1,2,.%,s 

(2) 设 PE Homp(Y ， 了 了) ， 则 9 op—— Ker(9?). 

(3) 若 V 为 ? 维 线性 空 5 间 ,61 ,82,… ,6 为 V 的 基底 , 且 
Pen,E) 一 (64 则 PCGY) 一 人 PE ), ,ple,)), 

日 维 才 PCY) 一 秩 4 

(4) 设 yp 是 维 空间 V 的 线性 变换 ， 则 
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9 的 秩 十 9 的 零度 = 

(5) 若 pg 一 W ,J 一 W, 则 gpg-gy 一 W， jp 一 W 

(6) 车 gq 一 W ,9 一 NN, 则 pg 一 W 十 N，pg 一 WN 

(7) 右 9 一 W, 且 ?9 1 —W, pg—¢W) 
证明 设 &,e,…,s, 为 W 的 基 , 因 yp 可 逆 , 则 

pl€1) ,pe2), Xs) 亦 为 WW 的 基 ， BEW, 


gS a Tey. g1(8) = Dke EW. 
故 Y' 一 WW, 至 于 pgp 一 pW) 显然 
(8) 契 内 一 19, 则 和 一 YY )， 9 一 Ker(Cy) 
《929 的 属于 特征 值 % 的 特征 子 空间 Yi 是 ?9 一 Yo， 
并 且 若 gpgp, 则 有 一 Vi。 
证 明 a€Vi， 本 人 一 人， 
jo) EV | 
(10)p 的 属于 特征 值 % 的 特征 子 空 闻 Vo 则 ， 
Vaio=Ker(h%E—9p). : 
(11D) 若 gq 一 W， 了 CEP[zD 则 f(9) 一 一 W， 
p— Ker(f (9)) z 
(12){0} CKer(P CKer(g)CKer(g)e 

z VOIm(WDIm (GDImG) SE 
且 当 V 是 有 限 维 空 间 时 ， 存在 自然 数 tf,s， 使 
Ker(g ) 一 ‘Ker(g+t') = Ker(g+’) = 
Im(g)=Im(g™)=Im(gt’) = 
(13) 复 数 域 上 空间 C" 的 任意 两 两 可 交换 的 线性 变换 集 


”有 共同 的 特征 问 量 ， 


证 明 对 空间 的 维 数 用 归纳 法 


当 ?一 1 时 ， C= =L(a),， 则 a 为 C 的 任意 线性 变换 的 特征 
向 量 . 
假定 命题 对 2 一 1 成 立 ， 今 对 n 证 
车 C" 中 每 个 非 零 向 量 均 为 所 给 线性 变换 的 特征 向 量 , 则 
”命题 成 立 , 否 则 ,C" 中 至 少 有 一 个 向 量 天 0 不 是 某 给 定 线性 
变换 g 的 特征 向 量 , 但 存在 9 的 特征 子 空间 VV， FiCC”， 
VC", 维 数 Vi<a 一 1,V;, 是 所 给 线性 变换 的 不 变 子 空 
间 , 给 定 的 线性 变换 在 V 中 的 导出 变换 有 共同 的 特征 向 量 
(由 归纳 假定 )， 这 也 就 是 所 给 的 线性 变换 在 C” 中 有 公共 的 特 
征 问 量 . 
3. 在 有 限 维 空间 Vv 中， 关于 已 知 线性 变换 2, 求 2 的 值 
域 ， 与 已 知 信 域 求 线性 变换 的 问题 
设 ,0，,… ,0 为 线性 空间 V 的 基 奔 ， xEY， 
有 a 下 og 十 十， Qn » ; 则 
/ Po) =hpa) 十 … 十 k,l0,) 
因此 ,pp 的 值 域 ， z \ 
Img~—¢V)=L(g oa), ,po0)) 
”” 反 过 来 ,车 已 知 pV) 二 L(B,,B,…,B。)， 则 在 wV) 中 
存在 向 量 By;，… ,PB,, 它 们 均 可 由 Bb ,… ,BB。 线性 表示 ,使 
VCV) 一 工 (8 有) 一 工 (P ,Bb; ,2 Bas Bs) / 
设 a,@,…,an 为 V 的 基底 , 则 存在 线性 变换 pg， 
fe Feo i=—1,2,,n BH opV)=LP ,PB,) 
因为 ”B41,…,P 在 gCV) 中 的 存在 是 不 唯一 的 , 则 9 的 
存在 亦 不 是 唯一 的 ， 
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4. 在 有 限 维 线性 空间 Y 中 ,关于 已 知 线性 变换 9, 求 "的 
核 ,5 40) 一 Ker 9 与 已 知 核 空间 ， 而 去 求 线性 变换 的 问题 
一 方面 , 设 a ,qs, ,a, 为 V 的 基 拼 . : 
pay 0 ) = 0) A 
齐 次 方程 组 AX0 的 基础 解 系 为 与 ,名 6， 
今 8B=(a 和 ah)6， 则 Ker(O) 一 地 —r) 
事实 上 ,p(B;) 二 pCa, ,0 )E) = 9(a 0 
一 (oa ,0 A= (a ao)。0==0 
又 在 7YEY7， p67)==0, 7Y 一 (el ya)€ 
p(O) 一 PC sn) = 0 ) AE=0, “AL=0, 
& 可 由 ,5 ，,… ,6 ,线性 表示 ， 
$= 二 kt 二 二 
则 有 Y= (ass) 一 (ma ) Ch 十 … 十 6 ,) 
k(n 0 )E) 十 十 (al ,an ， 
=kBit kBadt- "TRB, | 
” 即 XYELCB pmp 
另 一 方面 ,就 是 反 过 来 ,已 知 线性 变换 的 核 
Ker(9)=L(pB,,*…,B,) / z 
2 ， oo é,, 
(ByB) 一 (al a sa,) ,。。 


Ey €, 之 1 0 
通过 解 齐 次 线性 方程 组 … … 全 | :| 二 | : | 的 方 
Ei 四 &. Ln 0 


法 , 可 求 得 阶 矩 阵 4' 一 (oz) ,使 得 


与 …: én 
on se we A’ = 0,x, 

E, 0 €, 

得 到 向 量 组 (al ,as ,aa )A4 一 (7 ,7 ,7,) 

则 线性 变换 9 pha) 二 7;， i 二 1,2,…,n, 为 所 求 
事实 上 ,YE€ Ker(@9)==L(P,…,pB) : 


Y=kB 二 +k,p, 
= ke 
ee : 
z k, : 
Ey Ek 
Caiyas 和 yo 9 
é, ~ 5 k, 
. | kk 
一 (al yaz 0 A 。 | 1 一 (aa )01: = 
/ / SR k, 


一 般 说 来 ,因为 4 是 不 唯一 的 ,所 以 , 求 得 的 9p 亦 不 
唯一 . 
例 29 设 阶 方 阵 4,B, 且 4B=BA4, 则 B 的 任意 特征 子 
空间 中 ,都 有 4 的 特征 向 量 .反之 ,A 的 任意 特征 于 空 s 间 中 都 
有 B 的 特征 向量 . 
证 明 设 V 是 B 的 特征 值 * 对 应 的 特征 子 空 EV 的 基 
左 al sa ,一 al， ,a,), 则 有 4 一 Vi 


MW ~ 


若 BPEV,， B= ko, 使 AB= £8 
。 1 92。 


即 2 kAai— p 2 kos 
: Dh 2 Cua po ha 
ec ;一 ARi)ai 一 0 


人 


,o 线性 无 关 

。。 Se (7= 1 ,2 ,7) 
i=-1 
写成 起 阵 的 形式 为 

Cn Ca 入 Cn k 大 
(Ci C22 C2 | | As k, 

和 生生 尝 学 
C,, 人 >， C,. k, k, 


即 (&,…,k,)” 是 矩阵 C= (Ca) 的 特征 向 量 ， 故 是 存在 的 ， 
办 而 8 存在 
5. 方 阵 相 似 于 准 对 角 阵 
命题 1 设 v€EHom,(V,V),V 为 n 维 线性 空 = 加. 则 存在 
V 的 基底 ， 使 ?对 应 的 乍 阵 是 准 对 角形 


A 
A= A (4; 是 7 阶 方 阵 ， 
~ 7 十 7 十 十 六 一 元 ) 
A, 
的 充分 必要 条 件 是 存在 ?的 不 芝 于 到 Wi ,W,,* 
W,, 使 : 


7 一 W@W;@@…@W,，(W; 的 维 数 是 
证 明 一 一 设 wm,c，va 为 V 的 基 


日 P(A » C2 9 ;0 ) 二 (a 9 人 2 9 ;Qn ) 


让 A 的 列 阿 量 目 左 而 右 分 别 与 a 做 2 9 ”” 0, 中 的 阿 量 相 
对 应 , 令 4， 在 A 中 的 列 向 量 所 对 应 的 基底 中 的 癌 量 生成 的 
子 空间 为 W;. 则 Wi; 是 9 的 不 变 子 空间 . 且 有 

V=WIiOW,O…OW, 

一 一 车 V=WBW:;B…W,, 且 pW 

则 将 殉 , 的 基底 a ,aiz，,… ,aiy 合 起 来 做 成 V 的 基底 . 


9 在 此 基底 下 的 矩阵 是 
A 


A=| 和 ,这 里 ,4， 和 阶 亏 阵 ， 
A, 
下 面 我 们 将 证 明 复数 C 上 任意 一 个 ? 阶 方 阵 均 相似 
于 某 个 准 对 角形 矩阵 . 为 此 ,须要 ， 
”5l 理 1 设 p 是 线性 空间 了 的 线性 变换 . 在 PLz] 中 有 
f(r)=g(r)s(r), (g(x) ,s(7))= 1 
求证 :Ker(f(9))=Ker(g(9))BKer(s(9)) 
证 明 (g(x) ,s(x))S=1, 
则 存在 uCx)， vlx)， 使 gCx)ulz) 十 s(x)v(z)= 
代入 pp 得 :gu 十 sv(9 二 £ (1) 
VY aE RKer(f (9)), 有 a=E(2)=qg(Pulp ta) ts (PUP) a) 
s(9) Cg (Pul(D a)I= f(Duly) (a)—=u(p)f (Pp) (a)=0, 
z “4 (Guy) (a)E Ker(s(9)) : 
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gq PD Es PDIF PVP 0)=uPDf We)=0, 
(PVPa EKerlgp)) | 

故 ,Ker(f (9))=Ker(g(9))+Ker(s(9)) 

X,YV a€E Kerl(g(9)) [Ker(Cs (op)) 

用 (1) 式 两 端 作 用 于 a, 得 / 
El(a)=a=g(Pul(Pats (PVP a)=0+0=0 
.Ker(f(9))=Ker(g(9) DRKer(s (po)) 
推论 1 当 f(x) 为 9g 的 零 化 多 项 式 ( 即 f(y)==0) 

则 有 ,VV 二 Ker(g(9))+Ker(s(9)) z 
并 且 有 ， Im gq(P) = Ker s(9) ， lm s(9)~—Ker g(9) 

证 明 帮 a€lIm g(9), 存 在 SEV，g(9)& 二 a， 
则 s(9a==sC9g(9)s=f(g)&=0, 即 有 aE€ Ker s(9). 反 

之 , 若 BEKer s(9), 有 s(9)B 二 0, 用 (1) 式 两 端 作用 8 得 ， 

/ B=q (Pul(PB+s (PPB=q(9) Cu (9) BIE Tm oo) 

因此 ,Im g(9) 一 Ker s(9), 同 理 ,Im s (0) 二 Ker g(9) 
推论 2 当 f(z) 二 用 (x)fo(x)…f.(z). 且 因子 两 两 互 

素 , 则 有 Kerf(w) 一 Ker (人 中 中 KerjCoO 
命题 2 ” 设 ? 是 ” 维 空间 Y 的 线性 变换 ,yp 的 特征 多 项 式 

为 As 一 (一 四 0) (4 一 2 天 了 时 ,了 四 

记 KerQ@E—9'=Vi, 则 V=VDV,B…ODV, 上 且 
令 qi ,Qi 为 V; 的 基 ， 将 这 些 基 合 起 来 为 V 的 基 ， ?在 此 基 
下 的 矩阵 是 淮 对 角形 的 

证 明 (一 为) 9 QA 两 两 也 于 ， 

由 前 面 引 理 的 注 有 : 
Ker AN,(9) = Ker(g— A EO .DKer(p—AE. )” 
但 ,Ker 人 (由 王 Ker(0) 王 六 ， Ker(o 一 4 瑟 )5 一 了 
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7 的 维 数 为 r:( 参 看 第 八 章 例 15 的 推论 2) 
“pp—AE)' = (pg—NE)'iy, 
“9 一 Vi, 故 可 证 得 
推论 任意? 阶 方 阵 均 相 似 于 准 对 角 阵 (*. “A 可 看 成 Cr 
的 线性 变换 ) 
例 30 设 p 是 维 线性 空间 V 的 线性 变换 ,p 在 基 
ol,… ,a 下 的 矩阵 为 4， 
和 A 人 (4) 王 人 A 人 aa 一 (一 站 (CA 一 人 天 
求证 :(1)Ker(A, E—PEKer (AEP)" | 
(2)4 相似 于 对 角 阵 <= 维 数 V; 一 维 数 Ker( E—P)" 
(3)Vx [1V; = {0},， jj 时 
证 明 . (LV a€E Ker(AE—9), (hPa™0, 
CE 一 Dra=0 
有 a€ Ker(hE—p)", 故 Ker (WE— WEKer AE 0) 
(COV 一 岂 四 YY 四 … 四 y,， Vi=Ker(WE—PD" 
但 4 相似 于 对 角 阵 寺 一 >V= Va 中 vi 中 … 由 六 
< 一 维 数 Vx: 一 维 数 Vi 
(BY newnw ,NOE Peo 即 pla) = Na 
同 理 gw 一 Me， Gh 一 A)a==0， 办 关 为 必 有 a=0, 邦 
VV 二 40), (V4 是 入 的 特征 子 空间 ) 
命题 3 设 9 是 ” 维 线性 空间 的 线 性 变换 , 则 下 列 条 
件 等 价 : 四 
(DV=Im(¢)DKer(y) 
(2)Im(9) {Ker(?) = 40)} : 
《3) 痢 Qi,Q2,*… ,a 帮 Im(9) 的 基 , 则 Po) ,pla, ) 是 
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Oo Iim(9)=1m(¢) 

(4) 秩 gf 一 

《GD 多 要 村 外 估 的 几何 量 复 度 和 代数 生 复 度 相等 
证 明 (1)** 9 的 秩 十 9 的 零度 = 维 数 Im (内 

”十 维 数 Ker(Cp) 一 > 

一 Im( 休 由 Ker(p) < 一 Im(O 站 Ker(OD 一 10) 

(2) 一 ~ (m=pV)=L(a ,0 ,a,) 

Im( 他 ) 一 BCVD) 一 PCe(V)] 一 艺 (p(a ) ,pa0,)) 

答 有 ,名 Pa ) 十 p(az) 十 十 有 Pa 一 0 
即 ghia 十 Roas 十 … 十 Ras) 二 0 z 
因而 ? (kia 十 pas 十 :十 ka,) EE Ker(9) 
进而 , (ka 十 kas 十 … 十 ka,)ElIm(9) 门 Ker(y) 

由 (2) ,amy 十 haz 十 … 十 ka, 二 0 

义 因 ,as，,… ,a, 线性 无 关 ， 

所 以 ,= 一 = 二 0 

因此 ,pa ,glas)… ,pla,) 线 性 无 关 . 
”Im(9) 的 维 数 等 于 Im (9) 的 维 数 ， 

”但 ,由 不 变 子 空间 的 性 质 12,Im(9) 汪 Im (9 )， 

故 ,Im(9)=Im(¢). 

(3) 二 =~ (2) ;Im(9) 二 pg(V)= 二 La ,qo,… ,a,), 其 维 数 是 
, 行 有 ycim(omKer(OD， 7 二 ka 十 kzaz 十 … 十 上 0" 且 有 
Pt7)=hkpla) hpla) tk.pla)=0 z 

因 pha) ,glaz),… ,pla,) 线 性 无 关 , 则 二 一 … 二 ,二 0 

故 7Y==0, 因 此 ,(2) 与 (3) 等 价 . : 

因为 Im(9 忆 I (9), 所 以 Im( 人 一 Im(#) 的 充分 必要 条 
件 是 1m(9) 的 维 数 和 于 Im(g ) 的 维 数 , 亦 即 ;g 的 秩 等 于 9 的 
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秩 . 此 即 (3) 与 (4) 等 价 . 
(4) < 一 > (5) :存在 9 的 若 当 标准 矩阵 J， 

秩 g~ 秩 J, 可 设 J 一 ( ) 并 中公 全 的 全 部 村 全 
为 零 的 若 当 块 ， 

则 秩 一 秩 少 和 > 杰 /= 秩 卫 < 一 > 秩 B= 秩 B?. 
(“ 秩 C= 秩 CC?)< 寺 -> B==0( 可 用 反 证 法 证 明 ) 

此 即 特 征 值 零 的 几何 重复 度 等 于 其 代数 重复 度 . 
| 推论 1 Im(y) 十 Ker(9) 是 直 和 的 充 要 条 件 是 的 零 特 
征 值 的 代数 重复 度 等 于 ”一 秩 9 

推论 2 当 9p 可 道 时 ,Im( 信 十 Ker( 休 是 直 和 . 
” 例 31 .2 维 线 性 空间 V 的 线性 变换 ?的 特征 向 量 可 以 作 
成 V 的 基底 ,求证 9 的 任 一 不 变 子 空 E 间 W 的 基底 可 由 9 的 特 
征 向 量 组 成 
”证 法 一 设 思 ,… ' 涉 为 p 的 互 不 相同 的 特征 值 
则 V=V;, BV,@…OV, 
NN 十 下 \V 十 … 十 开间 Vi 是 直 和 且 属 于 W 

V aE 太 ,有 oo 一 wo 十 … 十 ou a EV 
pa)=plan)+ He) 二 po) 

二 Xm 十 Nos 十 … ‘+hAEW / 

令 gkz) 一 (一 12)( 一 0 (A—0) 


gg(Pa= II (pg—AE)JaEW 


此 是 
即 是 ,CTT Cy 一 xE)Jm EW, 即 是 C14 一 4))mEW， 才 
有 aE€W- : / 
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网 » 
因此 aEW(V, , 辐 理 ,a €E W (NV,., [一 2 3 i - 
所 以 W=WNV OOWfV, 


从 而 W 的 基 可 由 9 的 特征 向 量 组 成 . | 
证 法 二 VW=W== Va (IW+V, [(\W+:* :十 Vi fw. 


为 了 的 线性 变换 , 则 V=L(a， P99) ,PF (qa),…,) 是 9 的 不 变 


子 空间 ,车 维 V =7, 则 ,plo),… ,YG 1(a) 为 Vi 的 天, 并 求 p 


在 此 基 下 写 阵 . 
证 明 “a 了 关 0, 故 必 存 在 kn 使 
9(o ,GO ,9 (a) 线性 无 关 
(la)EL(a, Go), ,di(a))=—V, 
Gti a) gH a) = Gataplo) + +ag (a)) 
=aplo) tap (oa) t+tag (a) EV, 
同 理 ,TC(a). Gd (a) , EV, 、 
所 以 一, 维 了 一 维 TV 一 一 上 
因此 pg 一 Vi， a,9la),… ,YE '(a) 是 基底 . 


?在 此 基 下 的 抢 阵 为 : 
0 a 
1 0. a 
1.°0 
。 ] a 


例 33 设 9 为 n 维 空间 V 的 线性 变换 ,p 在 基 oa,… 
下 的 和 矩 阵 是 对 角形 的 ,为 ,入 ,… ,7 为 的 全 部 不 同 的 特征 
则 存在 线性 变换 9 ,9,… ,9 使 

全 六 十 办 十 … 十 中 一 五 

@p=Ni9 hp 十 … 二 + 和 9 | 
: * 199。 
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例 32 ” 设 V 为 实数 域 上 维 线性 空间 ,aEV，az0,p 


人 hh 一 00G 天 放 
人 和 一 9 
OV)=V, / 
证 明 由 题 设 有 V = V， PV.O…OV, 
V ET， 均 有 a 二 @ 十 a 十 … “Ta,， mE Vy 
令 g(a) 二 ,可 以 证 明 是 VV 的 线性 变换 
: 四 (9 十 六 十 … 十 中 )a 一 站 (ao 十 … 十 外 (a) 
一 Ql 才 … 十 a ~—a=E(a) 
“二 十 9 二 : : 
Opla)= haa 二 二 a,) = Ga) + wa) 
一 No 十 No 十 :… “二 Asa, 
=A9 0+hp) + 二 0) 
二 (ND 十 术 人 9 十 … 十 AG) (Ca) 
9 一 入 9 十 和 op 十 … 十 入 z 
pp(W)=g0)=0, .pp=0 CF) 
OF’ (=p8(0) =a=0) = 
@aEq(V), 存 在 BEV, 使 a 一 9(8) 
”由 9 的 定义 , 知 8(B)EV, 故 gCV)EV， 又 若 BEV， 
则 aCB8) 一 B, 即 BE CV)， 故 V 守 pCV), 因 此 
YY) 一 六 
“了 又 因 Home(Y， 全 Px", 则 可 以 用 答 阵 的 方法 来 解 
此 题 . 
设 9 在 基底 ,6,…,e, 下 的 矩阵 为 A,4 相似 于 对 角 阵 ， 
即 存 在 非 大 弄 阵 了 ,使 
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P-1AP= 
FE. 
E, 0 0 
0 了 
= th + | 
0 0 FE 
0 
A B=P E P-: 


0 
则 A=4B, 十 4,B, 十 i 十 4.B， 


: 《El y ee) 尼 一 (aan) 


邻 “1(ei) 一 ai， i1=1,2,°",s, j=1,2, ,7 
可 以 证 明 线性 变换 4 ,gp,… ,% 满足 题目 要 求 的 五 个 
例 34 设 ?是 复数 域 C 上 >， 维 线性 空间 Y 的 线性 变换 ， 
则 必 存 在 Y 的 基 ,使 得 关于 这 个 基 的 矩阵 是 上 三 角 阵 . 
证 明 对 用 归纳 法 
当 n= 1 时 ,显然 成 立 ， 假定 对 nx 一 1 维 空间 命题 成 立 , 今 
对 证 . 

9 是 复数 域 上 的 线性 变换 ， 则 存在 2 的 特征 值 与 特征 
问 量 w ,有 plai) 二 加 a : 
Llay) 是 9 的 一 维 不 变 子 空 s 间 ， 将 a 扩 成 V 的 基 
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化 ] » 07, bed ,au ， 则 V=L(a, ) PL(a, 学 "Yn ,av ) 
B 

(a Qo 0 ) = Ca 9 ”9? | ) 

人 “1 a A 


2 一 1 阶 阵 在 ,定义 工 (a;、… ,a,) 中 线性 变换 9， 


on (a,， 中 , 0, ) = (az ;0 ) 44， 


由 归纳 假定 ,存在 L(e,.… ,0,) 的 基 -B,,…: ,B,， 使 9 关于 这 


个 基 的 矩阵 为 
A 米 


tt . 


B= 


J 


pp | ~ 
dir 
? 二 . 


| 


令 (Bp,,pB;, …… PB,) = (az ,as 7 


(1 0 
| ) .有 Ga,Bs,…… ,B= Ca oo) P 


0 五， 
2 在 基 wo ,Bs,… ,Pp， 下 的 短 阵 为 
A : 
pi1Ap 4， x | 4 人 8 ) . 
.. . - ~ 0 4 


4 


Pa, be," ba) = (gla) ,p(Bs,.… ,Pb,) 
一 (Pa ,pa ,0,) P1)) 


一 (pa ) ,pha »""" ,0, ) P,) = (Pla ) ,PQ ) » ,Cao 


ee 
-一 《位 so 9 9 人 | 
四 0 4 八 0 P, 

~ A 0 
轩 《ai 时 (oa， - 人 0 P, - 
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1 0 
0 PP 


| 


(a,,(B pp )C , 
pa PI No al\o Pp, 


=(a, pap ( pe)(o 4)( p) 


z A BP 
一 9 9 人 ) 
a ,Ps p 0 BB, 
A 
A。 * 


-一 (an , 02， "*" , 月， ) 


A 


例 35 证 明 C"“" 中 两 可 交换 短 阵 4 与 B 可 以 同时 相 人 人 


于 上 三 角 阵 


证 明 A 与 可 看 作 空间 C' 的 线性 变换 ,4 与 B 有 共 


Aa=Aa, Ba=pa z 
将 0 扩充 成 的 基底 :CC29 ”Cn 则 


( / )=( )( ) 
人 Cai as Qi 一 人 QQ 
1°? 02 19 4 


B( )=( 0 ( 时 
CC2 On MOT? O29 9 Oy 
1 2 ] 2 : 0 B, 


出 AB= BA 4 条 有 一 已 AAA， 


用 归纳 法 知 存 在 4 一 1 阶 非 奇异 阵 Q 使 
A。 | 米 


QAQ= 
0 A 


z : 1 
令 己 一 (oaz，…yoo)， p,=| 2) 


H2 


， Q-'BQ= 


0 . 


则 P=P,P， 为 所 求 ， 
AI 来 1 
hb Fz 
0 0 六 
例 36 证 明 数 域 P 上 维 空间 V 的 对 合 线性 变换 9 

(I = E) 的 特征 什 为 土 1, 且 V=V,@BV. 
证 明 设 有 wa) 一 4a， a 天 0， Pa) = aa 一 ax 一 下 (a)， 
(4 一 1)a 一 0， ac 天 0， 4 邓 一 1 一 0， 4 一 土 1 
X=E, (pg—E)(gt+E)=0 | 
故 秩 (p 一 EE) 十 秩 (p+E) 一 4 z 
X“Ker(g~—E)=V:,, Ker(g+E)= V _， 
维 数 V 十 维 数 V_1 一 n， 且 Y a€EVi 几 VL， 

D6， Yq) 一 一 a， 必 a=0，“V=V@BV. 


~ P-14P= ，P-1BP= 


推论 右 A=E 5, 则 A~( EE ) 


例 37 证 明 维 线性 空间 V 中 的 圭 等 变换 g( 即 二 Pp) 
的 特征 值 为 1， 0, 且 V=pg(V DRKer(g)= VIODYV. 
证 明 见 北京 大 学 编 高 等 代数 (P311) 


推论 若 甜 阵 4A? 一 4, 则 4~( 


例 38 设 p 和 y 是 久 维 线性 空间 V 的 两 个 线性 变换 , 求 
证 :dim(Ker(p J))<dim(Ker(9))+dim(Ker(y)) 
证 明 ww 的 秩 宇 9 的 秩 十 yy 秩 一 n 
9y 的 秩 十 dim (Ker (gj))=n 
有 7n 宇 9 的 秩 十 y 的 秩 一 gy 的 秩 
一 9 的 秩 十 y 的 秩 一 (n—dim(Ker (oy)))) 
. 204 . | 


(nx 一 9 的 秩 ) 十 (xn 一 y 的 秩 ) 宇 dim (Ker (gy)) 

故 dim(Kergy)<dim(Kery)+dim (Kery) 

例 39 设 p 是 数 域 P 上 维 线性 空间 V 的 线性 变换 , 且 
秩 9 二 秩 2, 则 存在 线性 变换 o,r 使 Jo=p, 及 gr 二 9. 

证 明 取 V 的 基底 6,e,…,s,， 9 在 此 基 下 的 矩阵 为 
A, 有 秩 A 二 秩 4， R(A)= 一 R(A), 秩 4= 秩 (4,42)， 
秩 4: 一 秩 (4:,4) , 故 和 矩阵 方程 4Z= 4 
及 A2Y 二 4A 分别 有 和 人 解 B,C, 令 | : 
re "6 ") = (€，: ",€.)B, oe,° … 6 ) 一 (入 “,E, OC 
则 有 红 一 好 ， Yo 一 9 | 

例 40 设 实 对 称 阵 4 的 全 部 下 异 特征 值 hh …, 的 
代数 重复 度 分 别 为 站 
令 W={BIAB= BA4,， pe Re") 则 

(DW 是 R* 的 子 空间 。 


(2) 维 数 色 = Ds 


证 明 (DV Bi,BEW 
BithkaBa) A=h BAThB A= Ak Bt hsB,) 
- : 已 


> | NE -| 
(2) 存 在 正 交 阵 T, 使 T'AT=| . —F 


;为 & 阶 方 阵 , 令 T' BT 二 G， 
则 AB=BA<—> FG=GF 
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“ 故 G=| ,G; 为 志 阶 方 阵 ， 
夏 ， E;;, i,j= 1， 2 或 ttl 十 如,… 或 加 十 总 十 
ity tt “十 为 W 的 基 . 因此 


并 性 空间 V 中 ,线性 变换 o 的 互 不 相同 的 特征 


和 值 W，2， ,的 特征 向 量 分 别 为 ,es,…,a4。 W 为 的 不 
四 “ 变 子 空 间 , 且 mms 上 EW. 求证 W 的 维 数 不 小 


z i -证明 -cm 线性 无 关 . z 

| prod be 2 一 发)g 十 (Na 一 os 十 … 十 

p= oCB) Bs A) jms 十“ "十 
(和 ) Gra 己 WW 


Pr- 一 op 一 
= (Wi 一 A i 0， 一 oa- 十 人 A1) CA CO— A,) 
hdmiEW z 
Bi=o CB) — MB = Aad) hd EW 
故 a:EW， 倒 推 上 去 oiEW : | 

2， ,02 591 均 属 于 W. 1 
因此 ,W 的 维 数 大 于 等 于 
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练习 题 - 


1. 右 4 一 4, 则 4 相似 于 对 角 和 阵 

2. 设 4 可 逆 , 则 以 下 三 条 等 价 

(DA 相似 于 对 角 阵 

他 4 相似 于 对 角 阵 

@A*' 相似 于 对 角 阵 

3. 设 n 阶 阵 A 相似 于 对 角 阵 D 二 diag (4, 和 ,… ,7.), 则 
存在 循环 阵 B, 使 4 一 8 : 

证 明 提 示 ” 令 (和 ) 二 本 十 bo4 十 Ba 六 十 十 bX 


JE) 一刀 
解 方程 组 | ff(e) 一 1 e 为 元 次 本 原单 位 根 
fle”!)=N,, 


求 得 妈 ,Bo…,b,; 则 以 5,5;，…,b, 为 第 一 行 得 到 的 循环 
阵 即 为 所 求 . / 
4. 设 4=( E P2x2， 在 P2x? 中 定义 9 
9p: XIAX—XA, (XE PP2x2) 
证 明 :? 是 线性 变换 , 找 一 组 基 ,并 写 出 p 在 此 基 下 的 : 


是 阵 . 
5. 议 PP 的 两 组 基 xl 一 (1 .2)， oa=-(2,1) 与 8=(4,5)， 


| / 1 OV 
“有 & 一 (1,2), 线 性 变换 o 在 基 om,es 下 的 逢 阵 为 ( 。 ， ) ,线性 


变换 = 在 基 -A， .下 的 和 拭 阵 为 ( 
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求 :ao 十 r 在 Bi,P 下 的 矩阵 ,or 在 基 ai ,as 下 和 矩阵 : 
6. 设 9 是 复数 域 C 上 的 维 空间 V 的 线性 变换 , 则 9 可 
对 角 化 的 充 要 条 件 是 对 9g 的 每 个 特征 根 都 有 
Im(%— hE)fKer(g— NE)= {0) 
”提示 :Im(g 一 E) 外 Ker(g 一 hE) : 
< 这 秩 (g 一 E) 一 秩 (9 一 EE):< 一 op 可 对 角 化 . 
7. 设 4,BEC"", 旦 4 是 寡 零 阵 ， AB 一 BA 
则 |4 十 B|==181， 
[提示 :4 与 五 可 同时 相似 于 上 三 角 阵 ] 
8.2 维 空 间 的 线性 变换 g 可 对 角 化 , 求 p 的 不 变 子 空间 
的 个 数 . 


e 2O08。 


第 八 章 “) 一 一 矩阵 


在 处 理 许多 实际 问题 时 ,须要 将 矩阵 中 的 元 素 一 数 , 扒 
广 为 多 项 式 . 为 了 解决 相似 矩阵 的 标准 形 的 问题 ,须要 讨论 
4 一 一 和 詹 阵 . 


J 一 一 矩阵 的 基本 概念 


数 域 上 多 项 式 环 PC 上 的 矩 阵 (fy(4))wxn 称 为 4 一 
矩阵. 4 一 一 矩阵 是 数字 答 阵 的 推广 ， 数字 志 隆 的 评 多 概念 和 
性 质 可 以 推广 到 4 一 一 矩阵 中 来 . : 

4 一 一 和 矩阵 对 规定 的 加 法 、 乘法 构成 有 单位 元 ， 有 和 零 因子 
的 非 交 换 环 已 C4]” 

数字 和 矩阵 中 的 矩阵 的 秩 、 子 式 、 行列 式 、 代数 余子 式 可 道 
阵 .相似 阵 等 的 概念 均 可 引入 到 一 矩阵 中 来 并 且 有 某 些 
类似 的 性 质 . 

例如 , 秩 4(1)B(CD) 委 min{( 秩 4A(4), 秩 B02))} | 
短 阵 还 具有 其 特殊 的 性 奈 , 即 写 数 字 埠 阵 不 同 的 


竹 质 ; 

例如 ,两 一 矩阵 的 秩 相同 ,不 一 定 等 价 

1 1 一 人 l 

各 (。 ) (并 未 必 可 这 ,各 (。 小 

另外 ,任意 4 一 短 阵 均 可 表示 成 系数 是 数字 短 阵 的 2 
的 多 项 式 , 即 

V M(A)E POA 
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Mi 一 M 妇 十 MI 十 十 M， MEP™" 
因此 有 ,已 CA 一己 “CA ] 
若是 用 4 代入 ,有 两 种 表示 方法 : 
MT(A)=MoA" 十 MiA” 1 十 … 十 M, 1A 十 M, 与 
MO(4) 一 AM 二 AM 十 … 十 4M + M, 
一 般 说 来 ,Mo(C4) 夭 Me (4) 

在 Px"C 困 中 ,可 以 讨论 多 项 式 的 运算 


: 二 .4 一 一 矩阵 的 等 价 标准 形 


1. 4 一 一 矩阵 的 等 价 分 类 : 

和 数字 矩阵 一 样 ,在 4 一 一 算 阵 中 ,可 以 建立 初等 变换 与 
初等 矩阵 的 概念 ,所 不 同 的 是 , 消 法 矩 阵 为 (i,j(g (4))) ,而 
Pli,j(g(A))) 1 一 P(i,j( 一 g(4))), 初 等 矩阵 的 行列 式 是 一 
个 非 零 数 . 一般 说 来 ,4 一 一 矩阵 的 行列 式 是 PC 中 的 一 个 多 
项 式 ,但 ,可 逆 的 人 一 一 矩阵 A(4) 的 行列 式 必须 是 非 零 常数 . 
两 个 寻 一 矩阵 等 价 的 充 要 条 件 是 其 中 之 一 可 由 另 一 个 

经 若干 次 初等 变换 而 得 到 , 记 为 4() 信 BCA) 

:一 一 矩阵 的 等 价 关系 具有 反 身 性 ,对 称 性 ,传递 性 . 因而 
是 分 类 关系 . 环 PCAJ"*" 可 以 分 成 互 不 相交 的 等 价 类 . 

2. 一 一 息 阵 的 等 价 标准 形 

任何 4 一 一 和 矩阵 A(X) 均 可 经 若干 次 初等 变换 化 为 标准 形 
di (4) 
- d,(4) 


M(4)= 
0 


， 0 
» 210， 


1=1,* :7 一 上 
| 即 ACOD 袜 MCW), 称 di( 和 DG 二 1,… ,7) 为 A(XW) 的 不 变 
”因子 . 四 

3. 1 一 一 矩阵 的 行列 式 因子 .不 变 因 子 .初等 因子 
行列 式 因子 与 不 变 内 了 之 则 的 关系 


di(X) = D(X), dW= ;二 
i—1 


事实 上 ;D(XW)==d1(4)d,(2) di(1)， 
又 有 Da)1D OD， DG Di(x) 是 上 阶 子 式 的 最 大 
” 公 因 式 . 

”不 变 因 子 与 初等 因子 之 间 的 关系 

将 不 变 因子 分 解 成 一 次 因子 (连同 方 短 ) 之 积 ,各 个 一 次 
因子 (连同 其 方 突 ) 之 总 体 称 为 初等 因子 组 ， 

友之 ,若是 已 知 A4(4) 的 初等 因子 组 及 秩 A(4) 二 xr, 则 不 
变 因子 d,(%) 是 全 体 初等 因子 的 最 小 公 售 式 ,d,_1(A) 是 初等 
因子 组 中 去 掉 4, (4) 的 因子 后 ， 剩余 因子 的 最 小 4 公 倍 式 ， 以 下 


] ,2 


”不 变 因 子 类 推 . 


4. 4 一 一 算 阵 的 等 价 条 件 - 
A() 守 B07) 寺 -> 标 准 形 相间 
< 之 行列 式 固 子 相 同 , 即 Df (4) 二 D7 (4) 
< 一 之 有 相同 的 不 变 因 子 , 即 df(4) 一 qd? (4) 
< 之 秩 A(4) 一 秩 B(X) 且 有 完全 相同 的 初等 因子 组 
因此 可 推 得 4 一 一 和 矩阵 的 可 道 条 件 : z 
4A() 可 逆 <> 存 在 B(X) ,使 A BW E 
<—> 1A(N)|=az#0 
< 人 和 秩 A(4)=n 且 DPC) 一 1 
.211: 


了 


< 一 > 必 人 4) 一 1， 1 一 1 ,2,…- ,7 3 
<—>AWTE / i 
> A(X) 等 于 若干 初等 甜 阵 之 乘积 . 3 


例 1 设 (AE 一 4) 的 不 变 因子 为 4, (X43， J se ,d,(A) 要 
且 4。 为 4 的 一 个 特征 值 . 求证; 秩 (4, 下- 一 4" 的 区 要 条 件 
是 (4 一 A460)|d.i (WV) CGA )tad,c) 

证 明 


| di (4。) 
(4 一 4) 伍 dz (4) | =MC) 


人 0) 
秩 (AE 一 一 4) 一 秩 MCA) 
di ()。 ) 


,hE A 0A) 
dri1(A,) 


d,. (4.) 
~ Mt(4.) 


秩 (4。E 一 A)== 秩 MOL ) / 
“di(2)1dir1(4)， 又 有 d;(4,) 1d;,,(0.) 

(2—24.) 1dyi(2,)， 基 dC(4,)=0 

driads) = =d,(A,)=0 
Qa )td,(4.)， 即 dd,(4,) 关 0 

故 ” 秩 (4。 EE 一 —A)=r<—> D(z0 有 Di)=0 CG>r) ® 
即 wd 天 0， qd,,i(X,)=0 a 


dE.. 


Eo 


A 
区 
加 
过 
Ct 

Fz 
1. 卫 


” 例 2 设 矩 阵 AE Pox", 对 于 g(CDEP(D ,有 &CA) 一 0， 
了 CA) 为 全 了 二 的 多 而 式 , 且 (CC 人 
d(x), 则 秩 f(A)= 秩 4(4) 
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a 


证 明 .， (CA gg 一 CC ， 了 习 MCAD) CA) 
使 xD7CODITocog(D=aG) :以 4 代 有 
(4)FC4) 十 o(4)g(4) 一 dC4)，g(C4)=0 
44A)f(A) 一 d(4), 故 秩 da44) 委 秩 ]4) 
KADIFO), f=aMAN), fA)=adCA) RCA) 
即 有 ” 秩 f(4) 志 秩 4(4), 因 此 秩 f(4)== 秩 4d(4) 
推论 。f(4) 可 道 寺 > (f(r),g(7x))=1 


三 .关于 数字 矩阵 相似 的 判定 


4 4 与 B 相似 ( 即 存在 可 逆 阵 己 , 使 B=P AP, 记 4A~B) 
< 一 -人 (AE 一 4) 人 (CA 一 已 ) 
< 一 >4 与 也 的 行列 式 因子 相同 
< 一 4A 与 B 的 不 变 因子 相同 
<>4 与 B 的 初等 因子 组 相同 
< 二 ->A 与 BB 的 若 当 标准 形 相 同 
”4 与 B 相似 的 必要 条 件 是 。 
(1)4 与 B 的 特征 多 项 式 相等 . 
(2)141= 1B| 
(3)trA=trB 
(4)A 与 B 的 特征 值 相同 . 
“(5)4 与 8 的 最 小 多 项 式 相等 . 
(6) 秩 4== 秩 B 
我 们 可 以 利用 这 些 条 件 来 判定 两 个 矩阵 是 否 相似 . : 
例 3 设 和 矩阵 
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1 … 1 
(1) 求 4 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 . 
(2) 若 4 相似 于 对 角 阵 的 话 , 求 相似 过 渡 阵 ， 
解 人 和 作 A0) 一 AE 一 Al== 入 一 nV 1 一 入 -1(A 一 2) 
pa A) =— ACA—n) 
因为 最 小 多 项 式 无 重 根 ,所 以 4 相似 于 对 角 阵 
4 的 属于 特征 值 0 的 特征 巾 量 为 
wm 一 (1 一 1.0,,0) 
um 一 (1;0, 一 1;0，…,0) 


c_ 1 一 (1,0,…… 0, 一 ]) 

A 的 属于 特征 值 的 特征 疝 量 为 。 

B=(1,1,,1) | : | 

则 以 m% ,… ,a-1,B 为 列 向 量 的 矩阵 尸 为 所 求 ，_ 
1 1… 1 |] | 

—1 0 se 0 1 


者 要 求 已 是 正 交 阵 亦 可 办 到 . 


知 ， 


厂 4 一 忆 , 即 存在 可 道 矩 阵 尸 ,使 B= 二 =P AP 

下 面 介绍 求 矩 阵 了 的 方法 . 

DA~B<—> EFE— A)TAB-B) 

因此 ,存在 UG) ,VC), 使 

AE— A)=U) AE— BV CN) z 

又 存在 RO) ,Vo 使 VOOVD=RCODOQE 一 A) 十 V。 

由 北京 大 学 编 《高 等 代数 》P343 定理 7 及 引 理 1 的 证 明 


P=Vo 


A~B,A 与 B 有 相同 的 若 当 标准 形 7 


则 存在 可 逆 阵 Q,S ,使 Q 'AQ 一 J=S7'BS 
因此 忆 =QS ,( 求 Q,S 的 方法 后 面 介绍 ) 


人 。 


四 .数字 矩阵 的 标准 形 : 有 理 标准 形 、 
若 当 标准 形 . 求 方 阵 4 相似 于 
若 当 阵 的 过 渡 阵 的 方法 


1. 有 理 标准 形 
定义 ” 设 (XW) € PC 


OD= 祝 二 aw 二 十 4nd 十 am 称 xm 阶 方 阵 


0 0 0 一 C 

1] 0 0 一 CQ 1 
-|0 1 … 0 一 cu: 

人 2 . 

0 0 ]】 一 Qi 
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为 7C) 的 伴侣 矩阵 (或 友 阵 ) 
0 0 一 2 
例如 (=2 一 34 十 5 十 * 的 伴侣 阵 为 | 1 0 十 3 
/ / / 0 1] 一 5 
命题 1 设 了) 是 一 个 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 ,N。 是 它 
的 伴侣 矩阵 , 则 No 的 不 变 因 子 是 1,} ,*"" ,1 ,f(A) z 
证 明 设 FA 一 妇 十 ao 十 … 十 ao 十 ca 
A 0 … 0 a 


0 0 … 一 1 ai 十 4 
其 行列 式 因 子 为 Di 二 D: 二 "… 二 Dw 二 1,D,(4) 二 了 (4)， 
(这 里 只 人 须 由 下 而 上 的 将 下 一 行 清 以 加 到 上 一 行 去 , 即 可 
因此 ,N。 的 不 变 因 子 4d1(),… ,ds() 为 1 ,1, 了 (0). 
命题 2 设 AE P"*,A 的 不 变 因子 为 1 ,…,1,di(X)， 
dN), dN)=A+and 二 十 Gis m1 * Aas mi 
di:() 的 伴侣 阵 : 和 


0 0 0 一 
] 0 0 -一 CI7; i 
N;= 
0 0 … 1 a 
N, 
人 


证 明 (ME 一 NN)= 


把 


bt 
tv 


dW) 
di(%) 
LAC 
“4 与 NN 的 不 变 因 子 相同 ， .A~_N 
称 N 为 矩阵 4 的 有 理 标准 型 


命题 3 设 和 矩阵 B 的 不 变 因 子 为 1,…,1, 了 C2), 则 8B 相 
似 于 罗 
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这 里 C 是 f(%4) 的 伴 但 矩阵 ,有 :个 必 ， 
证 明 提 示 : 求 B 的 行列 式 因 子 ,不 变 因 子 . 
命题 4 车 B 的 不 变 因 子 为 1,… ,1,{(4 一 a 六 十 站， 
b¥0 则 


a 1 
bb &a 
0 1!| a bb 
B~B,= 0 0. 一 ， 
| 1 
1 a 21 
z 0 ~—b a 
a b : 
有 : 奖 (“，) 
一 a 


A—a 一 中 
证 明 |4E 一 可 -| Bs 一 0)2 十 pb] 
bb 站 一 -人 
[2E 一 B1 的 左下 角 2 一 1 阶 子 式 为 非 零 浓 数 ,好 D- Cn 
“了 3 的 不 变 因 子 为 1,… ,1， {Qa )? 二 62， 因而 B~ 
实 系数 二 次 不 可 约 多 项 式 一 般 为 
(一 CA (Cab I (a—bi)) 
一 让 一 2aX 十 (a 十 B52) 一 (A 一 a)? 十 B 


h(4) 的 伴侣 涉 阵 为 
(° | _e 
1 2a | 
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1 a )( 1 6 
] 2a 


» z 

0 一 (& 十 刀 ) a Lb 
| 2a -| | 
命题 5 实数 域 上 ， 阶 方 阵 4 


Aa() = QA) mA) LA) + 


CA a0) to 
A 的 初等 因子 为 (4 一 )”， mn A 
CA—a))’ 063;, 7 二 1] ,2 ,k : 
二 


村 、 . 
( r+ 2 2t;=—7) 


初等 因子 一)" 的 若 当 块 为 J 
初等 因子 CC 一 gj)? 二 57 的 伴侣 矩阵 


4 0 
—b; a; 
BB;= ] ，_ ， 
"1 a 0 
—b; a,; 
J 
则 4~ ~B 
By 
3 “BB, 


证 明 提示 …4 与 B 的 初等 因子 组 相同 
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2. 若 当 标准 形 
命题 1 复数 域 C 上 任 一 阶 方 阵 4， 部 相似 于 一 个 着 

当 本 和 
了 一 | ， w | 
J 

其 中 每 一 个 (2 一 4) 的 初等 因子 确定 一 个 知 当 块 J;, 并 
且 除 车 当 抉 的 次 序 外 , 若 当 标准 阵 了 是 唯一 的 . (证 略 ) 

”车 是 用 线性 变换 的 观点 来 说 就 是 

命题 2 复数 域 C 上 维 线性 空间 V 的 一 个 线性 变换 
9, 总 存在 Y 的 一 组 基底 ,使 8 在 这 组 基 下 的 矩阵 是 若 当 标准 
形 JJ， 并 且 这 个 吾 当 阵 除 去 主 当 数 次 序 外 * 是 唯一 的 .证 上 略 ) 
推论 1 设 

J 

] 


PCal 9 信 2 3 ” ;Qn ) 一 (a sy""" ,0 ) 


设 J; 对 应 着 基 中 向 量 为 ai， 

为 J 的 阶 数 ， 十 7 十 “十 六 一 无 

令 VV,=L(a ;a yaQin ) 

则 T， 是 9 的 不 变 子 空间 , 且 有 Y= 岂 中 Y: 中 … 中 V， 


推论 2 假设 如 上 

A. . 

ST=| 
1 X 


则 普 是 (p 一 X 尼 ) 的 循环 不 变 子 空间 ， 
*， 220 。 


Pl ) 一 Xa 十 a 
| Pha ) 一 人 diz 十 aas 
Pi Ti 1) = ,0 ri la, 
oa 


z (9— hE )an — Qi2 
| (@—AbF)a,— a 

| (p— NE)ai,ri— l= 
(Pp—AEk)a=0 


CA 一 
| (9 一 AE)’an = a;s 
[ai IC oa 一 air 
Oo 一 NE) =0 
因此 ， V ;二 -L(g sa»: air ) 
-Ta ,Cg 一 NE)an ,pp—AE)" an) 
这 样 ,V; 称 为 (pg 一 E) 的 循环 不 变 子 空间 ， 
另外 ,还 有 (gp 一 已) 是 的 赛 零 变换 ,这 是 因为 ,存在 自 ， 
然 数 广 , 使 4 一 4 入 一 0 
事实 上 ， (p_XE)" 作 用 于 生成 元 均 得 零 向 量 ， 
即 Cp—AE)ia= (pAE) (gpg—AE) Ia, 
— (gpg—AE) (gp—AE)a = (gp—AE) 10=0 
推论 3 ”给 出 一 个 求 基 的 方法 ， 使 线性 变换 2 在 此 基 下 
。221 。 


的 矩阵 是 知 当 标准 形 J. 同时 也 给 出 了 求 方 阵 4 相似 于 车 当 
标准 阵 7 的 相似 过 渡 和 矩阵 已 的 方法 ,(P-4P=.J) 这 是 因为 
“AEC"*" ,可 求 得 基底 a,as,… ,a,, 使 4 在 此 基 下 的 矩阵 是 车 
当 标 准 形 . h(a ,ya) 二 (qs,0)J， 令 P(g ,a 
a) 即 得 
例 4 求 和 矩阵 
3 —4 0 2 
4 -5 一 2 4 
0 0 3 一 ? 
0 0 2 一 
的 知 当 标准 形 7, 并 求 ,使 P- 1AP=. 
解 ” 可 求 得 


1 1} 

设 A(lal ,a ,sai) = (al azyasyad) 了 

由 推论 2,o 是 4 的 属于 特征 值 1 的 特征 风量 ,5 可 解 
程 组 (下 一 4)X=0, 求 得 w :一 (1,1,1,1) 

解 方程 组 (4 一 BE)X= 得 一 (六 ,1 六 ,0) 
同样 解 方程 组 (4 十 E) 久 =0 得 ww 一 (1,1,0,0) 
再 解 方程 组 (A 十 E)X=a， 得 os 一 (之 ,1,0,0) 

. 因此 : 


F141 
po l] 1 1 1 
3 1 0 。 
1 0 0 
例 5 写 出 以 f(W)= (4 一 2)C4 十 1)?(4 一 3) 为 特征 多 项 
式 的 互 不 相似 的 若 当 标准 矩阵 
解 ”答案 共 10 种 
2 
/ 1 2 
(D 1 2 
—] 
1 —]1 
3 
2 
1 2 
2 
© 1 2 
—] 
] 一 1 
3. 


* 727223. 


1 2 
1 
@ 2 
一 1 
1 一 1 
2 
2 
GS) 2 
一 1 
1 一 1 
| 
1 2 
2 
DD 1 2 
一 1 
一 1 
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3. 几 种 特殊 矩阵 的 若 当 标 准 形 

《D) 村 等 阵 (4: 一 4) 的 若 当 标准 形 7=-( 1 
J 
证 明 设 P™'AP=J= 


JJ ,| 
4 一 4， “= <> J =, 1 一 上 上，…，S 
又 4 的 特征 值 为 1,0 
易于 验证 J? 二 J; 寺 > J 二 KE, 或 J 一 0 


/ 所 以 A~J=( ) 


(2) 对 称 阵 的 若 当 标准 形 为 对 角形 矩阵 
3) 对 合 阵 (4* 二 EE) 的 车 当 标准 形 
7 
、 J, 


人 
—E,,/ 
证 明 4 的 特征 值 为 1, 一 1， 4 一 
42 一 < 全 .用 一 Te. 用 一 玉 ， 上 一 天 或 册 一 一 五 
。225 。 


E, 
“A~| ; 
—E,. 


(4) 周 期 阵 (4" 一 EE) 的 车 当 标 准 形 为 对 角 阵 . 且 对 角 线 上 
的 元 素 为 m 次 单位 根 . 

证 明 . 设 * 为 A 的 特征 根 ,Aa=Xa 

A"a=Xa=Ea~a, 加 一 1=-0 
即 4 是 m 次 单位 根 


由 
设 J= | 为 4 的 若 当 标准 形 
J 
A"=E<—>J"—E<>J"=E, 
A. 
> J 一 
| 
为 m 次 单位 根 
Nh 
)， 可 
“A~J/= | ,为 亚 汰 单位 根 


| 四 
(5) 霉 零 阵 (4 天 0,4" 王 0) 的 若 当 标准 形 J 的 知 当 块 为 朝 
零 若 当 据 , 即 “ 


1 0 
4 的 特征 根 为 0, 且 4 不 能 相似 于 对 角 阵 “. 
。2726 。 


证 明 设 ha= jia， hra 一 ina=0c=0 
/惟有 A” = 0， A==0 


A" 一 0< 一 >J" 一 0< 访 J” 二 0, 有 J 为 里 零 若 当 块 ， 若 
A 相似 于 对 角 阵 ,有 J; 二 0, 进 而 有 J 二 0 ' 必 有 有 4=0, 下 局 . 


因此 ,A 不 能 相似 于 对 角 阵 


(6) 规 范 阵 ， 0 矩阵 在 复数 域 上 的 着 当 标准 形 均 为 对 角形 / 


阵 ( 后 面 证 ) 
五 . 若 当 标准 形 的 应 用 


1. 藻 当 块 的 几 个 变化 规律 
(1) 设 mm 阶 石 当 闫 


和 
则 ,天 一 CE 
Cm 1 mt ， Cm ?A "+2 ， AN 
证 明 由 归纳 法 邵 可 证 得 。 
(2) 设 zx; 阶 若 当 块 


和 
太一 1 
1 
1 ,使 


出 存在 六 院 惩 阵 : Q; = 
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> 


QF JQ= 2 一 J:， 且 Q —Q; 一 QW 


> 


证 明 验证 即 可 . 
(3) 设 工 ; 阶 笑 零 若 当 块 
1 4 块 


则 对 于 自然 数 甩 用 =0<->1> 
省 明 “验证 即 可 


《4)z; 阶 若 当 块 能 分 介 为 一 个 等 零 若 当世 与 一 个 纯 对 角 
形 阵 之 和 


证 明 
A z a 
1 4 1 0 | : 
J .= 人 二 | % 十 =bB;tC; 
1 A 1 0 1 
(5)r， 阶 车 当 所 能 分 解 为 两 个 对 称 隆之 积 
z 量 芭 中 之 一 是 非 退 化 的 . 
A. 
证 明 大 一 | 1 . A 
人 | " 。 A 
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1 Ce 
1 
1 A 
A 1 
加 A; z 1 1 _Fo 
x 1 1 
有 HL|Q;|= 
(6) 设 zx; 阶 若 当 块 
1 
1 1 
J ;= 


则 对 于 任意 自然 数 &, 均 有 用 一 省 
证 明 的 不 变 因子 为 :1， 0 


MB 一 并 | 
一 1， 
=| 一 上 ， 41 
米 / | ] 
— (4A— 1)" 
四 f 2—1 
(BE, 一 J 有 7 一 1 阶 子 式 | 一 &,2 一 1. ] 
: ¥ pal | 
= (4A—1)"™! - z 
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—k.A—1 
(AE, 一 万) 还 有 7; 一 1 阶 子 式 1 
—] 
/ 一 A 
一 上 (CA) 
eg(1) 一 (一 上 51 了 0 
(CC 一 1)51,w(CA))=- 
让 GE 一 六 ?的 六 一 1 阶 行列 式 因 子 为 1 
因此 , (4E 一 开 ) 的 不 变 因子 为 1,1,… ,1 ,G2 一 1)" 
所 以 ， ~J， 
(7) 震 当 块 本 相似 于 对 称 阵 
证 明 设 


| [| 1.0 
今 ,= 1 ;有 QB,= 1 0 9 


0 

BQ, = 0 . ” QB.Q,~ 
0 1 : 

A S 一 7 记 (2HiQ), 风 有 


SS = (E+iQ) (EiQ,) 
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=3 (E+Q+iQ,—iQ)=E 
SiBSr ~ S$,B,S,= 到 ( 忆 十 人 BE 一 和) 


= 地 (B+QBQ) + QB,— BQ,) 


0 1 10 

_ 1 1 0  ， 1 : 0C~—1 _ 

2 
1 0 0 C1 


大 A 二 a 二 io, 
则 | SS 一 心 ， ( 忆 , 十 CS 一 一 SS 十 SiCnS, 


: ar 1 
SBS taEtibE—3|1l . 2 1 
1 2a, 
22 | 1 01 
20 二 1 0 
+ 1 20， 一 : (证 毕 ) 
+ 0 2 一 1l / 
1 
0 -1 2 
(8), 设 m 阶 若 当 块 
i 
QAI 
1 
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则 .J 的 特征 子 空间 是 一 维 的 . 
证 明 J 的 特征 值 只 有 2。, 秩 (AX。E 一 J») 王 m 一 1, 则 齐 
次 方程 组 (WE 一 A)X=0 的 解 空间 维 数 为 一 (m 一 1)==1 


(9) , 和 nt 阶 疾 堆 在 当 块 
0 


J (0) | 
: ‘10 
相 乘 可 交换 的 抢 阵 的 形状 为 : 
OO Din 
bin bi bis 本 
bs 
by 
证 明 验证 即 可 . 
2. 利用 若 当 块 的 变化 规律 ,利用 若 当 标准 形 可 以 解决 一 
些 矩 阵 方 程 . 和 矩阵 函数 .矩阵 分 解 的 问题 ,下 面 看 几 个 例子 
例 6 设 4 为 寡 零 阵 , 则 4 士 E 非 退 化 | 
证 法 一 窜 零 阵 4 的 特征 值 全 是 0 
设 > 为 4 的 若 当 标 准 形 , 则 存在 书 , 使 P™'AP=J， 
IP™71CA+tE)P|=|J+tE|¥0 .|A+tE|Z¥0 
证 法 二 ”4 士 五 的 特征 根 为 士 1， 
14 土 EI 为 其 特征 值 之 积 , 故 不 为 0 
例 7 设 A 为 暴 零 阵 ,; 且 秩 4 二 rr, 当 上 之 r 时 则 4 一 0 
证 明 4 的 特征 值 为 0,4 的 奇 当 标准 阵 J 的 者 当 总 J. 
是 器 零 知 当 块 , 奉 


* 232。 


由 一 是 x; 阶 的 ， 
1 0 
则 J 二 0 
… 秩 4 一 -， 有 秩 J=r， 秩 Js 入 rr， 故居 =0 
i 
A:~ = 一 0 


J 
因此 4*= 二 0(& 的 最 小 数 是 4 的 最 高 次 初等 因子 的 方 短 ) 
例 8 设 A 是 n 阶 方 阵 , 且 零 是 A 的 k 恒 特征 根 ,证 明 ， 
秩 A* 二 一 上 i 
证 明 将 4 的 看 当 标 准 形 J 的 子 块 对 角 线 上 是 零 的 放 
在 一 起 , 记 为 B。, 则 有 : | 


Pp"'AP=J=| , ):B. 是 上 阶 的 ,B= 二 0,B 为 n 一 k 阶 


Bt 

PMP=(P"'APY = =| ) 

0 
而 |B*|=|BI:0 
所 以 秩 A 二 秩 玫 二 n 一 k (*““ 秩 B= 二 =n 一 ) 
例 9 和 矩阵 AE Pox"， ma(X) 能 分 解 成 上 一 次 因子 之 

积 , 则 4 一 M 十 N, 其 中 M 是 告 零 阵 ,NN 相似 于 对 角 阵 ， 

且 MN= NM : 


证 明 ma() 能 分 解 成 上 一 次 因子 之 积 ,说 明 4 的 车 
当 标 准 阵 JEP"** 


”233。 


令 J; 一 。 网 十 册 = 一 已， 十 人; 


1 0 A, 
B; 是 医 零 奉 当 块 ,C; 是 对 角 阵 
设 J 的 阶 为 Fis k=maxr(r To. " ,7,) 
A=~ PJP=:P-i(B+C)P=P- 1BP+P-ICP 
Bb : CO 
| B, C,» 
. 这 里 b= 和 M C= 
z B, 和 C, 
令 PHBP=M, PT'CP=N， 则 M*=P™'B*P 


= P-'OP=0， N 相似 于 对 角 阵 C, 又 MN=P-'BPP-'CP 


~ P11BCP=P- CBP=P CPP BP=—NM 
将 例 9 翻译 成 线性 变换 的 说 法 ,就 是 : 


没 p 是 数 域 P 上 ， 维 线性 空间 Y 的 线性 变换 , 且 的 最 
小 多 项 式 在 P 上 可 完全 分 解 为 一 次 因子 之 积 . 则 8 可 表 为 两 
个 线性 变换 的 和 ,py 十 +, 其 中 y 是 等 零 变换 ,+ 关于 VV 的 某 


基底 的 阵 是 对 角 阵 , 有 Jyr 一 7y 


例 10 设 阶 方 了 泗 A4,B，C 一 AB 一 BA, 且 C 与 4,B 


可 交换 , 则 C 为 只 零 阵 . 
证 明 只 须 证 C 的 特征 值 和 全 是 0 即 可 ， 
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tC=—trAB—trBA= 2 人 二 0 
i=—] 
“C=C(AB—BA)=CAB—CBA= (AC)B—B(AC) 


-=0 


同 理 ”和 2 必 = 
除去 等 于 0 的 ,并 将 相同 的 大 合 并 起 来 有 
局 十 上 1 十 … 十 有 一 0 
je HE。 由 此 推 得 =-0 
| sos ore ross (i=]1,2,.…,5) : 
如 必 十 总 十 … 十 入 二 0 | 
例 11 A4' 为 4 的 转 置 方 阵 , 求 M 使 M-'14'M= 有 4 


解 设 4 的 寿 当 标准 阵 J= 
z 也 
A=P-1JP 
1 
今 名 ;一 村 Q 与 J 除数 相同 
1 
QQ | 


&, | 
4= PTJP=Pr-QJQP=P-QCP-D)' A'P'QP= M1A'M, 
M=P'QP, M'=P'Q'P~M 
例 12 复数 域 C 上 的 任意 阶 方 阵 4， 均等 于 两 个 对 称 
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阵 的 滋 积 , 且 其 中 之 一 征 非 退化 . 


证 法 一 
J 
设 4 的 者 当 标准 形 . J = 
| 了 
则 存在 己 , 使 PAP 一 J 
1 
| 
令 Q; 一 2 ’ Q; 写 J 阶 数 相同 . 
1 
Q, . : 
令 Q= ~ ， 则 有 Q&=Q@ 一 Q@，J=Q@J'Q 


Q&, 

故 4=P-IJP=P-QIQP=P-IQCP-0D)'4'PQP 
~ (PQ(P™))(A'P'QP)= BC 

这 里 B 一 PIQ(P-T!1)，C= 二 4A'P'QP，B 对 称 且 非 
退化 ,C 为 对 称 阵 .…C 一 PIQIP4=PIQ'P4P-IP=PIQJP 
=P'QJQQP=P'TQP=P' TP') PQP= A'P'QP=C 

证 法 二 / z 

由 例 11, 存 在 非 退化 了 泗 M， M'==MM ,使 

A=M"A'M, AM-'=M A’=S, 

S'~ACM Y=AMT'=S .. A=SM 

证 法 三 


一 A .1 一 ic 
A 1 
1 
J : 
J， 
有 J= 
J 
F, ci 
F Q 
一 — FQ 


: 六 Q | 
因此 A 二 P71JP 一 P-1FQP 一 P71IF(P-1) P'QP, 显 然 
PFCP- 7 与 已 QP 均 为 对 称 阵 . 且 后 者 是 非 退 化 的 . 
例 13 设 方 阵 4 的 特征 多 项 式 ”人 4) 一 (2 一 1)", 则 
对 于 任意 上 自然数 k， A* 都 与 4 相似 


证 明 
z | ./ 
7: 
4 的 知 当 标准 形 为 /一 
了 
1 
了 一 |1 1 ， 其 阶 数 为 7; 
"111 
A’~ A<—> ~ J 和 ~ 
由 者 当 块 的 变化 规律 6 


一 即 存在 P,, 使 PrIJ#P,= J. . 
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PF 


令 P= 


则 已 三 已 一 7 从 而 4 一 4 
P， 
例 14 证 明 复 数 域 上 任意 阶 方 阵 4 均 相 似 于 对 称 阵 . 
证 明 提 示 :利用 者 当 块 的 规律 7 目 证 . 
人 例 15 设 AE€EC™"， 
和 AIOD 一 QQ 一 nm 一) (4 天) 
则 4 的 属于 特征 值 太 的 特征 子 空间 及 的 维 数 去 ( 即 的 
几何 重复 度 ) 等 于 4 的 初等 因子 中 以 为 根 的 初等 因子 的 个 
数 . 的 代数 重复 度 > ;等 于 4 的 初等 四 了 中 网 和 为 根 的 初等 
因子 的 次 数 的 和 |. : 


证 明 设 4 的 车 当 标 准 型 是 J 


. Ja 
. 时 ‘J 


PpP~1AP=J= ， J; 的 阶 数 为 C,， 


Ci 十 C: 十 … 十 C。 一 7 
可 以 假定 相同 特征 值 的 若 当 块 相 邻 靠 在 一 起 ， 不 妨 设 以 
“4 为 特征 值 的 痢 当 块 有 4d 个 ， 万 "4 

Pi(NE— A)P=hE~J 


AE— 
. hEar—Jan C 
AE,—J, 
其 中 ， 
AE,— A 
5 ). 
“A ,Ea — | 
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AEat+iO— Tun 
c= 人 0 _ | 
设 B 的 阶 数 为 &， (k= 二 1) 
则 ， 秩 B=k 一 4， 秩 C=n 一 上 
而 秩 (E 一 A)== 秩 (WE 一 四 = 秩 B 十 秩 C=n 一 d 
维 数 V, = 二 nn 一 秩 (A1E 一 A)=d=t, 
以 入 为 根 的 初等 因子 ,只 有 九 ,… ,Ja 对 应 的 初等 因子 
故 1 的 几何 重 数 是 4， 的 代数 重复 度 是 上 . 
同 理 ， 2 的 几何 重 数 是 4 的 以 为 根 的 初等 因子 的 个 数 ,X 
的 代数 重 数 是 以 为 根 的 初等 因子 的 次 数 的 和 . 
推论 1 的 几何 重 数 是 4 的 若 当 标准 形 中 以 1 为 特征 
值 的 若 当 块 的 个 数 . 
1 的 代数 重 数 是 4 的 若 当 标准 形 中 以 为 特征 值 的 着 
当 块 的 阶 数 之 和 . : : 
Br 


推论 2 EA) 一 详 CuE 一 Dn 一 和 | 四 


一 铁人 1 = 秩 Cn 一世 一 下 一 关 一 访 
秩 (AWE 一 A)"= 二 秩 (WE 一 "i= 二 nn 一 7 
Ker (下 一 4)2 的 维 数 是 7 一 (7 一 广 ) 一刻 
推论 3 令 P=(@ yas.… 06), 则 aw ,ar，… as 为 4 的 


特征 向 量 系 ,g,= Dc, 


“ 例 16 设 AE Poxs* 有 ,个 互 不 相同 的 特征 根 ， 则 与 4 可 
交换 的 任 一 算 阵 B 都 可 表 为 B= b, E+bAt+ 
be A 
且 这 种 表示 是 唯一 的 。 
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证 明 ”存在 可 逆 阵 了， 使 
了 A 


TAT=J= Gj 时 ， 了 ) 
人 

人 ST-iBT=B,, AB=BA<—>JB= BJ 
从 而 如 亦 为 对 角 阵 

(A 

A 
万 | 一 一 
A 
B=bEtbAtb A tT A | 
<—> B=T IBT=T (bETo A 二 bo,.,A” 1')T 
一 BoE 十 BJ 十 bz 十 二 by 
二-> 等 式 两 边 矩 阵 的 对 应 元 素 相 等 , 即 ， 
o 十 i 十 和 5s 十 十 入 6; 一 反 
2 十 4 十 开放 十 二 4 2 一 AH 


Dot Mb 十 妈 0。 十 二 On 三 一 £6, 
亦 即 bo ,0 ， 02 9 ” » ,1 为 方程 组 
1 A Nf fp 


本 加 四 的 解 

1 入 A2 A ! Xx, pj, z 
但 此 方程 组 的 系数 矩阵 的 行列 式 是 范 德 蒙 行列 式 , 和 了 郑 和 东 
数 行列 式 不 等 于 0, 方 程 组 有 唯一 解 , 故 得 证 . 
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例 17 设 AEC**, 日 4 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 相 
等 (这 样 的 矩阵 称 为 非 减 次 的 ), 则 存在 EC 使 4B 二 BA 
的 充分 必要 条 件 是 存在 次 数 不 超 过 n 一 1 的 多 项 式 

uw(7)EC[rJ, 俩 得 B 二 ww(A) 

证 明 ” 认 分 性 ;B= 二 wx(4), 因 xulzr) 二 w(x)x, 有 
Au(4A) 一 wa.(A)A, 基 是 AB 二 BA. 

必要 性 : 设 4 的 车 当 标准 型 为 , 则 存在 非 退 化 阵 ,使 

J (A:) 
J ,4,) 
Pp-1AP=J= : 
(AN) 

其 中 ,J(%) 是 以 74 为 特征 值 的 w; 阶 车 当 块 .十 nz 十 … 十 4 
一 ,因为 4 是非 减 次 的 ,所 以 加, 互 不 相同 . 今 
P"1BP=G, 由 AB=BA 知 JG=GJ, 故 ， 


0G z 
z C 
CC 一 网 | ， Ci 为 五 阶 方 阵 . 
G2 
0 1 
0 1 
Ji(A)=AE, TN;, N;= 
1 
0 


由 Gid ;一 .Cr 知 CN 一 NiG:, 故 由 计算 知 
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E11) Bi2 Bi3 ” Bin 


L * Bi 
gi 
= ga JM)—AE,) gi TN AE,)) ga TN — NE, )’ 
+ 十 gi (Ji(N)— NE, )" / 
— gnE, tgaN. 十 gs 十 … ‘Tem Ne 


令 :0=To- 1)， 则 ai(CCOD)= 

Ji 

当 ;党 7 时 ， $s,(J;(X))=0， IC [0 

仔 在 Cs;(Jj(%))3 ,有 旦 可 表 为 siCJi(h)) 的 1 一 1 次 多 项 式 ， 

令 [si(Ji(4))JTG; 二 ri(Ji())， ri() 是 次 数 不 超 过 1, 一 1 

令 ui(4) 一 s;(A)r;(4) ,其 次 数 至 多 为 天 一 下 十 于 一 1 一 2 一 ] 

则 有 ， (DG 一 SG)rC7GD 一 0 Gj 时 ) 
wTiM)) = ST A TN =G, 

再 令 (和 ) 二 6 和) 十 wz 和 ) 十 … 十 wx(43)， 则 


uCT CA)) : 
ul ) 一 ul (A,)) 
. WTN)) 
ui (dC4,)) 
= us (4z) ) 
wa (TN)) 
= CG, 一 G, 因 此 ,B= PGP™!= Pu(J)P”™ 


—a(PJIP ')=~u(A) 
故 ,xGC) 为 所 求 . 
例 18 证 明 两 个 实数 域 上 的 和 矩阵 4 与 B 在 复数 域 上 相 
似 , 则 它们 在 实数 域 上 亦 相 似 
证 明 4 与 召 在 复数 域 上 相似 , 即 存在 可 遂 阵 已 = 了 
十 i 使 P-4P=B， 这 里 了 ,QQ 为 实数 域 上 矩阵 
AP=PB, A(DT+iQ)= D+iQ)B 
有 4D=DB，4Q=Q5 
z Y 实数 4, 均 有 A(D 十 2Q)=(D 十 2Q})B 
“|D+iQ IO 
.| 十 1MQ = gGA) 天 0 
可 找到 实数 4。 使 1D 十 4。Q| 关 0 
令 M=D+X。Q， 则 AM=MB 
即 AM-I4M= 有 B， M 为 实 和 矩阵 


1E, 
例 19 设 2n 队 方 阵 4=( ) , 求 4 的 你 准 形 


解 交换 A 的 第 2 行 与 第 ?十 工行 了 ;第 2 列 与 第 十 1 列 
得 4 相似 于 4 ,再 将 4 的 后 九 一 ] 行 与 后 n—1 列 进行 同步 
交换 得 4 相似 于 4A。 


1 1 
1} 0 
A E,, E, 
z 下 0 
继续 下 去 得 : 
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1 
及: 一 ， 
1 1 
\ 1 0 
它 与 4 也 相似 ,而 
1 十 W 5 1 
9 
1 0 : 1 一 w 5 
\ 9 : 2 
所 以 4 的 标准 形 为 ; 
: 1 V5 
(7 十 7 bE, 0 
1 V5 
| (za OF 


例 20 设 p 为 线性 空间 R”* 的 线性 变换 p(A) 二 A 
” 《1) 求 gp 的 特征 根 , 特 征 向 量 ,车 当 标 准 形 . 
(2) 证 明 p 能 分 解 为 个 秩 为 1 的 千 等 变换 . 
9 的 代数 和 , 且 当 i 关 j 时 , 9 9 二 0 
证 明 yp 是 对 合 变 换 , 故 特征 值 为 1 ,一 1. 
?的 属于 特征 值 1 的 特征 向 量 是 对 称 阵 
2 的 属于 特征 值 一 1 的 特征 向 量 是 反对 称 阵 
存在 R“ 的 基 上 胀 ww ,…o ,使 的 若 当 标准 形 为 ， 


Eontn+- 1) 
2 
a E 
— ni1)} 
2 2 Xi 


J=EutEwzt "+ EretD e+] 


» —— Ect 十 1 ， 


TT E,?,n 
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Ei 为 第 i 行 ; 列 为 1 其 余 元 素 为 0 的 2 除 方 阵 
今 人 为 闻 (al va) 一 (ay a ) bE, 
则 有 9 十 入 十 十 PD 一 et 十 1 一 一 
E,* E=E, EE,=0 (Gj 时 ) 
GH, Pp=0 


练习 题 


1. 已 知 (f(4),g(2)) 一 1]， 求证 


(he 0 )=( 0 ) 
0 ggQ) 0 CDgGCD)/ 


2. 设 A.BEP" x 和信 s(4), 人 入 a(4) 是 B,4 的 特征 多 项 
式 , 则 和信 pCA) 可 道 寺 => (A 作 a00), 人 和信 p20)) 二 1 


-1 1 0 
3. 设 | 一， 3 0 ， 求 4 的 有 理 标准 形 
[1 0 2 


4- 写 出 以 /AD 一 CA 十 2 一 37 为 特征 多 项 式 的 互 不 相 
似 的 厂 当 标准 算 阵 . | 

5. 写 出 以 f()== (2 一 2)'(4 一 5) 为 特征 多 项 式 和 以 
m(A) 一 《4 一 2)?(4 一 5)? 为 最 小 多 项 式 的 互 不 相似 的 车 当 标 准 
矩阵 : 
《提示 :对 角 块 阵 的 最 小 多 项 式 是 各 个 块 的 最 小 多 项 式 的 
最 小 全 首 式 ) 


3 ] 一 3 
6. 设 A 一 | 一 4 一 2 6 
一 1 一 1 
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求 : 可 道 矩 阵 尸 ,使 P- 4 为 车 当 标 准 形 


4) 设 4 的 不 变 因 子 为 1,……,1,(A 十 132，(A 十 1)3， 
(和 妇 一 24 一 3)3 

求 〈1)4 在 有 理 数 域 上 的 有 理 标准 形 

(2)4 在 实数 域 上 的 标准 形 

(3)4 在 复数 域 上 的 右 当 标准 形 

7. 设 入 是 方 阵 4 的 7; 重 特征 根 , 求 证 
秩 (AE 一 A)"*=n 一 r，【〈 提 示 : 用 若 当 标准 形 ) 

8. 设 J 是 以 2 为 特征 值 的 若 当 块 ， 证 明 ， 1 相似 于 以 4 
为 特征 值 的 若 当 块 . 

9. 设 -A 二 E， |14|=1， 求证 4 一 (4 7) 

10. 证 明 垂 阵 4 的 线性 无 关 的 特征 向 量 的 最 大 个 数 是 其 
初等 因子 的 个 数 . z 

11. 设 4 的 若 当 标 准 型 为 
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。 试 写 出 
(1)4 的 特征 多 项 式 与 最 小 多 项 式 : 
(2)4 的 特征 值 的 代数 重复 度 与 几何 重复 度 
(3)4 的 全 体 特 征 癌 量 组 的 秩 z 
12. 设 4 为 7 阶 寡 等 阵 ， 求证 加 4 一 秩 4， 

秩 ( 尼 一 4) 一 7] 一 秩 4 

13.7 阶 矩 阵 4=4' ,人 4( 人 一 QA) XA) 
求证 ; A? 一 (为 十 和 ) A 十 NE=0 
14. 复数 域 上 阶 阵 A,B， 其 中 4 是 知 堆 阵 ， 且 4B= BA 
则 [A 十 Bl=1B| 

(提示 :A,B 可 同时 相似 于 上 三 角 阵 ) 
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第 九 章 积 空间 


为 解决 用 正 交 变换 把 二 次 型 化 为 标准 型 问题 .主轴 间 
/ 题 ) , 须 在 线性 空间 的 基础 上 引入 度量 概念 ,建立 欧 氏 空间 , 连 
同 酉 空间 称 为 内 积 空间 


一 基本 板 念 , 格 兰 姆 起 阵 与 度量 阵 


1. 定义 设 己 是 实数 域 或 复数 域 ,V 是 已 上 的 一 个 线 
性 空间 ,定义 VXV 到 P 的 一 个 映射 ,使 得 对 于 任意 的 a.pE 
V ,都 有 唯一 确定 的 了 中 数 ( 记 为 (a 有) 二 四 应， 徊 该 号 射 
”满足 下 列 条 件 : ’ 

(1) (a+B,7)= (0, 7) 十 (B， 7) 1 

(2) Ga,p)=A(a,P)) (对 党 一 释 元 线性 ) 

(3) (a,B) 一 Ba) (对 称 性 ) 

(4) 《oo) 是 非 负 实数 . (a;a) 一 0< 一 >a 一 0( 正 定性 ) 
其 中 a.B.YEV， ME 已 则 称 该 映射 为 内 积 . 称 定义 了 内 积 
的 空间 为 内 积 空间 
当 己 为 实数 域 尺 时 ,内 积 空间 就 是 通常 的 欧 氏 空间 . 
《【《 即 Euclid 空间 ) 这 时 (3) 变 为 (a,8)= (BB,a) 

当 尼 为 复数 域 C 时 ,内 积 空 间 称 为 酉 空间 (VU 空间 )， 
注意 : QD(1),(2) 可 由 (Qa 十 wxwB,7) 一 ACa,7) 十 xu《B,7) 代 替 
包 同 一 内 积 空间 可 引入 不 同 的 内 积 
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例如 ,VV 二 AR",， C=—— 《ai ;Ad29*** An)， b= 《2 02， ， 四 


(os) 一 和 ar*b， 亦 可 (Cas) 一 和 2 2a 多 
同一 线性 空 : 问 如 带 有 不 同 的 内 积 应 匀 视 为 不 同 的 内 积 空 
间 . 
DeEV, 0< VY 。 peV, 艾 有 (a,) 一 0 
证 明 一 > (0,8)=(7—7,P)=(7,8)—(7,8)=0 
-<< 一 取 P=a,. (a,P)=(a,a)=—=0<—>a=0 
2. 内 积 空间 中 的 度量 
(1) 对 于 aEV, 称 la| 一 Vlasa) 为 向 量 a 的 长 .长 度 为 1 
的 向 量 称 为 单位 向 量 . 非 零 向 量 a， 总 可 化 为 单位 向 量 TaTe 
性 质 (Dlal 宇 0, 且 la| 二 0 二 >a=0 / 
@|Cal=|1C|，|al， (CI 表 数 C 的 模 ) 
(Cauchy 一 Schwarz 不 等 式 
la,B)| 志 |a118| ,等 号 成 立 二 一 >a.8 线性 相关 
证 明 (这 里 给 出 一 个 当 V 为 欧 氏 空间 的 一 个 证 明 )( 西 
空间 亦 可 ) 
VryER. (ra 十 ypB,zra 十 yp) 三 0 
有 即 x(a, oa) 十 2yz(a， B)+y CP B) 之 0 
此 为 x、y 的 半 正 定 二 次 型 
(asa) (a,p) ， ， 
C 0 20 即 得 Co, 1?<lel18 
|(a,B) Ilal lB 


(asa) (ap)| 
号 戌 立 <> | (8p) 0 |- 


当 且 仪 当 (xa 十 yB ,ra 十 yB) 二 0 二 之 ra 十 yB 二 0 
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< Ap 线性 相关 
三角 不 等 式 lal 一 186| 志 la 土 B1 达 ial 二 18| 
-证明 一 lal， SS *。 |8|( 由 柯 一 布 不 
等 式 ) 
lal?+1Bl:—2|al lB|<lal:+ 18l +2l(e， p)1<la ?十 
IBl:+2lal18| 
(la 一 18D2< Ce 士 B， a 士 P) 委 (el 十 18 
.jcj| 一 |8 委 le 士 8| 委 jx 十 18| 
(2) 距 离 :Y a,BEV ,la 一 BI| 称 为 a 与 8 的 距离 
和 性质” 正定 性 :|a 一 8| 宇 0, 且 la 一 p11 一 0 寺 之 a 一 
名 对称 性 ;1a 一 8|== |p 一 al 
四 距离 不 等 式 ( 三 角形 不 等 式 ) 
la—7|—18—7|<la—pl<la—7Y|+18—7| | 
证 明 la 一 8|==1a 一 7 一 8 十 7|==1(a 一 7) 十 (7 一 86)| 声 
a7|+17—Bl=le—7I+18—7| 
同样 :1a 一 ?|<la 一 B81 十 7 一 81= le 一 Bl 二 18 一 7| 
la—7|—18—7|l 志 |a—p| 
因此 :la 一 7| 一 18 一 7Y| 志 la 一 Bl 所 |a 一 ?| 十 18 一 "| 
3. 欧 氏 空间 中 向 量 的 夹 角 - : z 
非 零 癌 量 a,BEV， <a, p> co 称 为 与 6 的 


夹 角 . 当 a.B 中 有 和 零 癌 量 或 <a,8>> = 到 你" 人 垂直 或 正 
交 , 记 a 上 pb,(a,p)=0. / 

因为 复数 不 能 比较 大 小 . 所 以 西 空间 中 无 法 定义 两 向 量 
的 夹 角 . (但 可 以 定义 向 量 的 正 交 ) 
和 汪 格 兰 姆 (Gram) 矩 阵 与 度量 矩阵 
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设 mw ,ax. …av 是 内 积 空间 V 的 一 组 向 量 , 称 矩阵 
《al ,al )》 《ayaz) a, Gn) 
(az :al1 ) (ao 02 ) °° (0 ,0 ) 


Gr(a Qs""" ;Qn ) 一 


| (a 0 ) (Qo) Ca, 0 ) 
为 阿 量 组 Qs Qs > Om 的 格 兰 姆 宅 阵 
基底 se 和 的 格 兰 旭 抵 阵 称 为 该 基底 的 庆 量 矩阵 


1 


of 
] 己 CCayaz，…， ar) 一 (Caiyai)) = (al QQ， ) 


性 质 (1) 度量 年 阵 是 正定 的 . 格 兰 姆 罕 阵 是 半 正 定 的 

任 给 正定 阵 4, 则 存在 基 ET 使 
Ca oa) 一 4 

证 明 设 6 ,82，: *,€, 为 维 内 积 空 =s 间 VV 的 基底 "任意 个 
全 为 0 的 数 x ,Xx，* EP 


(Dn on 。 €;)>0 : 
即 有 (xiyxs Ts)G (le e296 ) TIT) 0 
故 :G(e,ss，,…,&,) 是 正定 的 、. : 
同样 可 证 . 一 般 格 兰 姆 矩阵 是 半 正 息 的 
正定 阵 4= P'P, 取 欧 氏 空间 V 的 标准 正 交 基底 
E19 E29"°"" 9E, 
人 (gyre so) (ee EI)P IPl¥0 
则 Gla ,az，…… ,0 )=P'P=A z | 
(2) 不 同 基 的 度量 阵 是 合同 的 . 二 等 价 向 量 组 (向 量 的 个 
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数 一 样 多 ) 的 格 三 姆 矩阵 是 广义 合同 的 . 
证 明 设 由 基 sis e 到 基 7 过 渡 阵 为 C， 则 


/ £1 

GP ,7,) 一 : (7 1) 一 (人 : (SC 
7 . &,, 

一 C Gle,"",e)C 


同样 . 若 (B，…,pB) 一 (man)aX 
8 加 
GCP 9 ,Pn) = : (PI >» Pm) 
z 8 
4 
=M (aa)AM=AMGCal an)M 
因为 M 不 一 定 非 退 化 . 所 以 说 是 广义 合同 . 
正 交 基 的 度量 阵 是 正定 对 角 阵 . 
标准 正 交 基 的 度量 阵 是 单位 阵 EE 
(3) 设 es，…s 为 了 的 标准 正 交 基 . 阿 量 组 ci ,… ,as 有 
(ai yan) = (E61, ,€)A 
则 ;Gla yam) 二 A'A4， : 
秩 (a,… ,awm) 二 秩 4 一 秩 A'4A= 秩 Ghai ,am) 


Qi 于 ee 
证 明 Ga s,Q) 一 。 (al 0 一 4 > 《el ， 
an ls 


6)A=A'EA=A'A z z | 
且 ,(wy,… ,aw) 的 秩 二 秩 4 二 秩 A'A4 二 秩 Glal,*… ,a,) 
度量 矩阵 的 几何 意义 :上 面 当 a ,… ,a 为 基 时 ， 
。，L252。 


Ga op) 一 144I 一 149 
设 al， azyos 为 及 的 基 . 则 1Gc(a' ， 42， 1 是 以 qs a yaa 
为 楼 引出 的 平行 六 面体 体积 的 平方 . 
一 般 地 ,a ;02，" ou 线性 无 关 , 则 [GCay… ,a)| 为 V 里 . 
k 维 超 平行 体 之 体积 的 平方 . 而 m,… ,on 为 此 超 平行 体 的 楼 
癌 量 z | | 
(4) 问 量 组 o ,a,… ,a 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 
[Glai ,aan)| 一 0 
证 明 a ,qs,… ,am 线性 相关 
< 一 之 秩 (a ,a ,Gm) < 
< 一 户 秩 Gas, aa2， a z 
<——> |G(al ,as om) | 一 0 
(5) 设 CC(aas as) 一 GCC pp ,Ban)， 则 @i ,a,,， 
“ir 为 Ql Qa ,Qn 的 极 大 无 天 部 分 组 的 充 要 条 件 是 Bi， 
‘Biss ,Bi, 为 Bi,Bs,* ,Pp, 的 极 大 无 天 组 ， 
正明 从 Q1，Q2，” ”Cnm 中 任 取 入 个 癌 量 ai 9 人 
由 Co om) 一 G(8 pp) 知 
Cailyaizyyar) 一 CC Piss ,Pi,) 
Qi1y Qi2， oi 线性 无 关 < = 之 |1C(a ar)| 天 0 
”<> 16GB ,pi) |¥0 : 
<—> pa ,Pi 线性 无 关 
由 此 即 可 证 得 . 
(OG) [Sa lle el 
证 明 当 wm ,aau 线性 相关 时 . 显然 成 立 
当 mw ,… ,aw 线性 无 关 时 .Glal,… ,aw) 为 正定 矩阵 ,而 正定 短 
阵 的 行列 式 不 超过 对 角 线 上 元 素 之 积 . 
*。 L203。 


5. 内 积 空间 中 向 量 的 线性 关系 
(1 ) 寿 ol ya on EV , 则 线性 组 合 


ko Tk “二 nam = 0 的 充 要 条 人 是 C2。 oji) 0 
=1,2," 
证 明 一品 然 


一 a= 
故 必 这 ha 一 0 


7 


(2) 设 Qs Qo On 线性 无 关 , 且 BE ,OA 可 由 QO, 


线性 表示 . 则 其 坐标 系数 为 


《有 ai) 
一 ] (Bb,a,) 

Gas 0) e 
(P,Q ) 


证 明 设 Bp 二 za 十 X20z 十 *… .十 zuas 
(Ziai 十 xzaz 十 … 十 TeanyaiD) 一 0ai) 
即 (Ca ,a; Tit os» 0 rT “+ Cems, )x,= (8, ai) 
7 一 1,2,* 
即 有 
人 A] (PB,a,) 
/ CCal ao san) 区 = 一 人 
- mm (Py an) 


但 Ga ,ae "an ) 一 Ga rar a ) 
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| 


《Pa ) 
(0 ， ;02 ) 
(PB, an ) 


全 22 Cla a ra) 
所 以 : ~ Gla, Qs ，。， 


Tm 

C1yQ2， ”9 人 rm 为 正 交 向 量 组 时 
(BP,a) (pa:) (PB,a,) 
Car va) i rt te 


当 ol az a 为 标准 正 交 组 时 ， 
p= (Pp,a J tt psa ot et (Ps am dam 


p= 


一 .标准 正 交 基底 的 条 件 , 施 密 特 正 交 化 ， 
满 秩 阵 的 正 交 三 角 分 解 


设 ee,…,e, 为 维 内 积 空间 V 的 一 组 基 . 车 两 两 正 
交 , 即 i 关 j 时, (s;,e)) 二 0, 称 此 基 为 正 交 基 

若 正 交 基 中 每 个 向 量 的 长 均 为 1( 即 是 单位 向 量 ) 称 此 正 
交 基 为 标准 正 交 基 . 


1. 标 准 正 交 基 的 判断 

以 下 五 条 等 价 : 四 

(1)e,e，,…,e, 是 V 的 标准 正 交 基 
1 G=7 


《2)(syej) 一 65 一 0 CC 
《3)81 yeEz。…，6r 的 度量 矩阵 是 单位 矩阵 
(4)ei,es,…e, 为 基底 , 则 V BEV 

8 一 站 与 十 zztz 十 … 十 Ze 有 -一 (ec) 
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即 B= 3 
证 明 满足 上 述 条 件 .& 一 08 十 … 十 0e;- 十 6 十 0ei41 
十 … 十 0e, / 
又 6 一 (el)si 十 …… 十 (6 651 十 (8866 十 … 和 十 (ye)E， 
'” & 由 基底 8,e,… ,se, 线性 表示 ,坐标 唯一 . 
“(686)) 一 0，i 关 j 时 ;(6,8j) 二 1,1 一 j 时 ,反之 显然 
(5) 设 s ee，…e, 为 基 .V a,BEV， 
g=ni6 十 zzz 十 … 十 Tes PB 一 ye 十 ysBs 十 … 十 yo 


均 有 (a,)== 2 。 
证 明 “一 0 十 .0s + 1e 0e 十 二 0e 


( ) | (一 
ciyei) 一 

0 (1 
反之 . 显然 


(Oa Paes 则 |a|?= 六 
例 1 若是 内 只 空间 六 的 际 准 正 交 基 . 


则 CDY jC 有 al aa)= | 


(2)V c,BET ,有 jx 一 有 | 一 


证 明 “〈 略 ) 
2. 标准 正 交 基 的 求法 施 密 特 (schmidt) 正 交 化 过 才 枉 
设 a ,mm ,…，o 线性 无 关 . 施 密 特 正 交 化 格式 如 下 : 
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Y Ca 一 有 ) ,6 ;7 
1 


(az , £1) 


3 一 冯 2? 一 1] 
[lal z 
eg (Qa;,€1) (Qs,E2) 
3 (El ,El ) 《2 
(w， ,€] ) (a,，，E， ) ， (a, » En 1) 
SE 一 一 一 一 全 6 


(e ,6 2 ) 
再 单位 化 : 邻 一 下 
Cl E229""" sen 是 正 交 组 ,7 »729""" 7 是 标准 正 交 组 ， 
La a)—= Le ,€) LDN,* /三 
《66 5) 一 (ay az 0 ) BB, B 是 对 角 线 上 元 素 为 
1 的 上 三 角 阵 . 
《7 772 0 ) = (El, E29 ,EE) 0 
] 


le | 


Ce > 1 


[el™? i=~—],2,* ,7 


C, 一 
1 
|e, | 
(P1320 = (a2 0 ) BO (G02 0)C 
C= BC,，C 是 对 角 线 上 元 素 为 正 实数 的 上 三 角 阵 
推论 1 《al az，… ay) 一 (sis Eu) 
(al ya 0 ) = Wp 1 CC 
车 是 看 作 空间 C" 中 的 式 子 , 则 有 对 于 非 退化 和 矩阵 
4 一 (aa ya): 总 可 以 分 解 为 一 个 正 交 阵 ( 西 阵 ) 
_@=(7,7 7) 与 一 个 对 角 线 均 是 正 实 数 的 上 三 角 阵 
C-! 之 积 , 且 分 解 是 唯一 的 . ( 称 为 满 秩 阵 的 正 交 三 角 分 解 ) 
(请 读者 自 证 ) 
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同样 :将 推论 应 用 于 4 ,4 与 (4')-! 可 以 得 到 4 一 QT= 
TQ = QQ 一 S20s. 其 中 心 ， Gu ， Q; 苹 正 交 阵 ， 1， 了 1 是 上 二 角 
阵 ,S1,S; 为 下 三 角 阵 . 

这 个 事实 很 重要 . 应 用 较 多 . 

下 面 通过 例子 介绍 两 种 正 交 三 角 分 解 的 方法 

C1) 用 初 守 变换 的 方法 : 


例 2 设 
0 1 1 


A=|1 1 0 
[1 0 1 
角 阵 矩阵 了 .使 4 一 QT 

解 设 4 的 列 癌 量 为 ai az,as 
将 w ,az yas 正 交 化 : / 


, 求 正 交 和 矩阵 Q 与 对 角 线 上 均 是 正 数 的 上 三 


P= 
1 
cx ,8 ) ] 0 ] 
“0d, 1 _ -一 
/一 az CB, BP l > l 2 ~ 
0 ] 1 
2 
四 (a,, bP1) 《os ,02 ) 
kk 
[2 
ol |- | = 一 和 
Me 3| “| 有 | 一 3 
0 -了 2 
3 


可 对 垂 阵 ( 4] 的 列 施行 初等 变换 ， 
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第 一 步 ， 是 将 其 第 一 列 乘 一 人 :25 一 一 于 加 到 第 二 列 
第 二 步 是 再 将 新 乱 阵 的 第 一 列 于 一 Co 一 一 上 
加 到 第 三 列 上 . 第 二 列 条 一 ? 侣 :局 ) 一 一 计 加 到 第 三 列 
上 . 即 是 : 


0 1 1 
0 1 1 |1 二. 0 
1 1 0 2 
1 0 1 1 一 二 1 
1 0 0 
1 -~- 0 
0 1 0| i 2 
0 0 1 0 1 0 
(0 0 1) 
2 
0 1 5 
1 2 
1 3 5 
1 2 
1 > 3 
1 I 
1 ”3 3 
] 
0 1 3 
0 0 1 
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1L1|@ 1 
0 1:1 2 3 
| 1 2 
Yo 1 -LI 2 3 
1 0 1 S ) ， 
0 -一 -< 
0 1 1 一 
0 1 3 1 1 
- 2 2 
1 _2 _ 
7|? 32 3 |0 1 | 
1 2 
1 一 了 535)l0 0 1 


Qi= (8， ,P,, Bs) 


再 以 | 记 [= 二 乘 @ 的 第 一 列 . 1 一/ 条 Q 的 


第 二 列 ; 以 入] 一 并 姜 Q, 的 第 三 列 ,得 


] 
一 一 一 0 . 0 
0 1】 了 /9 


2 
| -3 0 0 


* 2600。 


1 1 1|- 
Vi Ve Val 
1 
lV? Ve V3 
v2 0 0 
QQ 0 > 0 
yo 2 
四 此 4 = 
2. V3 
' 35 3 |IV? 0 
] 
1 1 V3||, /3 
WV Ve 3 v2 |10 
1 Vo 二 | 
VF Vi 3 V3 
|。 2 “3 
诲 罕 || 竺 笃 容 
1 1 Wil 万 1 
V2 V6 3 0 了 下 
1 _ 1 V3|, 2 
Vi Vi 3 V3 
(2) 用 合同 变换 的 方法 


| 
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因为 A'4 是 正定 挫 阵 , 故 存在 非 退 化 矩阵 了 ,使 7 4'47=- 
E，7T'A' 一 Q' 是 正 交 和 矩阵 ,又 因 4'4 的 顺序 主子 式 均 不 为 
零 . 由 矩阵 的 三 角 分 解 知 ,T' 是 正 线 三 角 算 阵 . 因此 ,A 一 
QT 一 ,而 7 为 正 线 上 三 角 和 矩阵 . 即 ， 

第 一 步 ,对 (“。 “进行 初等 变换 为 (“ 
C=A'A. / 

第 二 步 , 对 分 块 矩 阵 ( 瓦 ,4'4， 4 ) 进 行 合同 变换 ， 目的 是 
使 4 4 变 为 E. 得 到 (7T’',E,Q') 

第 三 步 ,对 矩阵 (E,T) 施 行 行 的 初等 变换 变 为 (一 

第 四 步 , 即 得 A 二 QT-! Q 为 正 交 阵 ,T- 下 线 上 二 


“这 时 
E 01 一 


角 阵 . 

”例如 

1 0 2 3 3 5 
A=|1 1 0|，44=|3 5 | 
| 1 2 3 / 5 6 13 

(CE, A'A, 4) 

100: 335 ; 1111 

k 1 0:; 3 5 6 :; 1 

00 1:; 56 13: 2 0 3 


和 1) 加 到 二 行 上 ; 四 列 乘 (一 1 加 到 五 列 上 得 到 ， 


100: 305 ; 1] 1 1 | 
-1 10: 021 :; ~1 0 1 
001: 5 1 13 : 2 2 3 溃 


行 乘 (一 立 加 到 三 行 上 四 列 乘 ( 一 瑟 ) 加 到 六 列 上 


1 0 0; 3 0 0 : 


] ] l 
—] ] 0: 0 2 1: —1 0 l 
_2 : lt4. 1 _» 4 
3 0 li0 1 3: 3 -33 
一 < ze 一 - 1 一 一 - 
二 行 乘 ( 一 也 加 到 三 行 上 ;五 列 乘 ( 一 元 ) 加 到 六 列 上 得 
下 | : 
| 0 0 3 0 0 ] ] | | 
~—] ! 0 : 0 )， 0 -1 0 1 
7 1 : 25 :3 5 2 
-| 1 : 1 0 2 ; . 
] VE V6 | 
-去 4 行 ); (2 行 ) -一 一 (全 行 ); pa -二 6 邢 6 邢 氏 下: 
本 .|] 1} 1) 
FF 0 0 1 0 0 到 | 
| ] 1 1 | 
一 : ( ()} ~- 
太志 0 : 0 ] 去 0 /TF 
IVEVEVi, 0 oo 1 V6 VE YA 
30 lI0 5 6 3 6 
—(T',E,Q) 
yd 
4 
了 ”一 0 Vv 4 VC 9 
bb 
0 0 ”一 一 
人 7A O 
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1 1 Vs6l 
V3 V2 6 
1 V6 
Q=| 一 0 ”一 一 一 - 
V 3 3 
1 1 V6 
V3 V2? 6 
故 ， 4=-Q7 ”:. 
[1 1 0 
例 3 设 实 方 阵 4==|1 一 1 0|, 求 正 交 阵 Q 及 
: 0 | 2 


均 为 正 数 的 下 三 角 阵 了 ,使 A=TQ (请 读者 自 证 ) 


乎 征 值 


推 化 2 ” 设 wo,ao 为 内 积 空间 Y 中 线性 无 关 的 向 


报 组 ,将 a,，… ,a 施 密 特 正 交 化 得 B,,… ,Pp， 

则 gaa) = Ga, 0) | = |GCB, ep 
—g(P 0) 

rfa 

HIBl = A 

证 明 由 (oao) 一 (pp 

这 里 全 是 对 角 线 上 元 素 均 是 1 的 上 三 角 阵 . 

dl 


和 Ga ,0, ) 一 (Qs ,0,,) 


pb 
=T"| ; ,| (Be, BIOT=TGCP,,.… ,BIT 
BB, 
和 
至 于 第 二 个 结论 可 由 第 五 章 二 次 形 中 ， 关于 正定 一 
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次 形 


的 例 1 推出 


例 4 设 QO] 一 - 1 b Qo —— 1 . Qs = 0 
/ ] 0 1 
将 wm ,oas 施 密 特 正 交 化 得 
1 
3 
0 1 
~ 2 
B= 1 省 8 = 2 9 en 3 
1 + 2 
3 


则 g(a » QQ ,03) = pp ,P,P:) = (pp ,BB1) CB,, Be) ps ‘Pa) 


2_ gl(Bi,Ba, .Pi) ,Bi) 
目 |1p8 | 一 gg(B,, Bi |) 


0 1 于 lf 1 1 
0 1 1 2 2 
_ 1 2 
解 1 1 0|=|] 7 3 ] 于 
1 0 1 z 
1 -二 去 1 
2 3 
2 11) [01 ll0o 11 
Ga ,az 03) 一 J 2 1|= 二 1] 1 0 1 1 0 
1 1 2 1] 0 UL 0 1 
2 0 0 0 | |] 1 
3 1 1 
CGO ,ps ,ps)= 0 2 0 一 2 2 
4 2 2 2 
9 0 3) (ll3 Ts 3 
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2 

0 ] 3 
1 2 

l 2 3 
2 

l 2 3 


Ela a2 03) 4—g(p, P,P)=2. 六 ， 1 


2x 3 


1 一 086) 一 2， = 一 二- 
16 .12 一 如 (P ,Op) 1 


g(B1i,pPBs) 3 7 

例 5 设 V 是 4 维 欧 氏 空间 ,sas,…,a,EV，aEV. 
aF0, (aa) O00, i=1,2., 目 on 

则 CQ2 0 线性 无 关 

证 明 可 用 施 密 特 正 交 化 将 wm ,…,ow 正 交 化 为 8 ,… 
AP, 即 有 
(Pi,B2,** ,Ba) = (a ,a ,a )M 
这 是 因为 ,用 归纳 法 可 证 明 ， 

当 1 过 ;7 时， (@;, PSO 及 Ca,p;)>0, j=1 sy"** 71 

因而 Bp, 隋 0 | 

则 有 CO )=—=M CC(a ,a IM 


有 


GB ,... ,p91=] 1 PDT0 
， [GCCal "sya, ) |A0 
因此 a,,… ,a 线性 无 关 ， 


例 6 证 明 维 欧 氏 空间 内 至 多 及 十 1 个 向 量 ,其 两 两 
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夹 角 都 大 于 -5 


证 明 “” cos<<a， p> 二 一 er 
(op)> 开 < > (0,p)<0 


对 nH 用 归纳 法 证 ， 
当 二 1 时 显然 成 立 . 
假定 对 于 一 1 时 成 立 ， 
当 2 一 & 时 ,上 维 空 | 本 W 
用 反 证 法 :存在 V 的 十 2 个 向 量 om ,as ,au ， 
使 得 (a;,aj) 二 0G 关 站 : 
取 V 的 标准 正 交 基 ， 


0 
| 9 ”9 


weawyaus 在 此 基 下 的 坐标 为 ， 
01 一 (|w|;0，……;,0) 
;= (Ts ,Ti ), 1 一 2 十 2 
由 (aow)<0 知 zi<<0， 7 一 4 类 十 2 


上 1] 一 一 


(qs0)<0 必 有 和 rary<0， jj=2,… 2 

此 式 说 明 十 1 个 一 1 元 癌 量 (zi sx， ,Tih) 
(一 2,3,… ,kk 十 2) 两 两 之 数 积 为 负 . 

此 与 归纳 假设 下 大 


三 、 子 空间 、 内 积 空间 的 同 构 ， 


内 积 空 间作 为 线性 空间 ,其 子 空 z 间 W 依照 六 中 的 内 入 : 
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也 构成 内 积 空间 ， 称 W 为 V 的 内 积 子 空间 

1. 向 量 与 空间 的 正 交 

设 W 是 内 积 空 间 V 的 子 空 间 ,aEV. 帮 VY EEW, 均 有 
(a,E) 一 0, 称 a 与 W 正 交 . 记 “LW. e€W, 我 们 说 & 是 起 平 
面 WW 上 的 一 个 点 

2. 学 空间 与 子 空间 的 正 交 

设 久 1,W; 是 V 的 两 个 子 空间 ,车 Y a€E Wi,BEW,. 均 有 
(a,B) 二 0, 则 称 W 与 W; 正 交 , 记 为 Wl|LW，. 

《1) 两 个 正 交 子 空间 的 和 是 直 和 (Wi 站 Ws 二 0) 

(2)V 的 子 空间 V 有 唯一 的 正 交 补 空间 VV 

使 V=Vi@Vi+, 而 V+ 是 由 V 中 一 切 与 VV 牌 直 的 向 量 

组 成 的 ,(CVYL) 上 一 V， 

和 E1809 Er QQ 与 eye 区 是 
V 的 标准 正 交 基 . 

仿 了 (eye 6) 一 仙 ， La so)— IM 

GT M,N 均 是 W 的 正 交 补 , 可 以 证 
明 M=N : 
事实 FE,V=WO@M，V=WON, VY aEM., 有 aEV， 
ax= 一 ai 十 am aEW, oa 和 以 

(ga) = ata, ma) aa) (a a) = a0) = 0 

故 ww 一 0, 即 有 wa=ci 十 ao 一 arGN 

因此 ,WMSN, 同 理 ,NSM, 所 以 M=N 

3. 回 量 到 子 空间 的 嘴 离 

apEY ,ia 一 8 是 两 点 邮 的 距离 . 

a 到 子 空间 W 的 距离 , 即 以 王 线 最 短 ， 下 存在 pPEW, 对 
于 任意 tf€W, 均 有 
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la 一 B| 志 |a 一 的 充分 必要 条 件 是 (a 一 B) LW. 
设 ,ee 为 W 的 标准 正 交 基底 ,VY ,aEV, 则 在 W 
中 唯一 存在 向 量 8, 使 (a 一 8) | W, 并 且 B= (a,ei)e 十 
(asz)82 十 …… 十 (ayer)Er 
证 明 V=WWi， a 二 Bp 十 7Y， PEW,7YEWL+， 
Bp)eEw+ 即 有 / 
一 B) 上 上 LW, 奋 还 有 6EW, 使 (a 一 6)]|_W, 则 有 
[(c 一 站 一 (ec 一 8)] 友 ， (6—B)EW+, 但 (8 一 8)EW, 故 
有 6 一 8=0, 因 此 ,p==6 | : 
取 W+ 的 标准 正 交 基底 s ,es 则 
,e261ert1…6, 为 V 的 标准 正 交 基 底 
ax 一 1 十 YY 一 (asl)e 十 … 十 (ayer )er 十 (a， ci)e， nt 
二 (0,é€,)e, 
故 Bp 二 (a,e)e… 十 (a, ee 
4. 五 Wi,W; 是 V 的 子 空间 , 若 W 导 W;, 则 Wt+t 汪 Wi 
Wit+W2)i= WiNWE; WN Wt+=W+t 二 Wi+ 
5. 同 构 
数 域 P 上 的 内 积 空 间 V 与 W 作为 线性 空 s 间 同 构 ， 其 同 
构 映 射 为 6, 若 Y a,BEV 均 有 
(d(Ca), $(8)) = (a, b) 
则 称 6 是 V 与 W 的 同 构 映射 , 称 V 与 W 是 同 构 的 ， 记 
为 了 位 全 
命题 1 设 V 2 W, 则 有 | : / 
(Da,…,a; 是 V 的 正 交 组 当 且 仅 当 (at),… ,O(a;) 是 
W 的 正 交 组 . 
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和 "0)=—=G(OCa) ,O(a,)) 
数 域 P 上 两 个 有 限 内 积 空间 同 构 的 充 要 条 件 是 
人 的 维 数 相同 这 样 P 上 任意 维 内 积 空间 均 与 P”" 同 构 . 
例 7 1 维 内 积 空 间 V 的 可 逆 变 换 g, 可 分 解 为 pg 一 yr, 其 
中 yy 是 西 交换 ,rt 是 特征 值 均 为 正 实数 的 线性 变换 . 
证 明 - ?在 标准 正 交 基 s ,sz,…，,e, 下 的 征 阵 为 A,'“ 9 是 
可 道 的 .4 是 非 奇 异 的 . 
则 ”A=QT, 其 中 QQ 是 西 阵 ,T 是 对 角 线 元 素 为 正 实数 
的 上 三 角 阵 ， 
V 空 P, 则 在 基 5 … ， E， 下 ， Q 与 三 对 应 的 原 象 即 
为 所 求 . 
例 8 设 y,r 为 n 维 内 只 空间 V 的 线性 变换 , 若 Y aEV， 
均 有 (ya) ,ga))= (rCao),r(ao), 则 %CV)SrCV) 
证 法 一 
仿 酉 变换 性 质 1 ,名 可 证 (g(a) ,p(B)) 二 (r(a))， "(8) 
设 6,…,s, 为 V 的 标准 正 交 基底 . 
则 CCCeD ,fle))=G(r(e),,r(e,)) 
Je) 一 (ee)A 
r(8 0) 一 (66 
GCCs ,ee ,ples))—A'A 
Glrle), ,Tle))=B'B 
“A'A=BB， 秩 A'A= 秩 A= 秩 y， 秩 B'B= 秩 
B== 秩 + ， : 
闫 y= 秩 r, 故 VCVD) 父 rCY ) 
证 法 二 映射 8 Yo 一 一 r(Co) ,使 %V)Sr(CY) 
是 映射 : 若 yCa) 二 Jy(B), 则 pla 一 8) 二 0 
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rc 一 有 站 一 0 

有 ra) 一 r(C8)》 
是 单 射 : 若 r(o) =r(p) , 则 rla 一 8) 二 0= Je 一) 

有 yy(a)=y(B) 
是 满 射 :VY tr(a) Er(V), 均 有 J(a) EyV) 
并 由 (We 十 418) ,pa 十 28)) 二 (tCa 十 48) ,ra 二 48)) 
得 : (Go) GP))= (CrCla) ,TCB)) = (60) ,008)) 
(参照 酉 变性 质 1@ 的 证 明 ) / 
GO HGB) =6G Cat+ B=r(atB)=ra) trp) 
一 (CCc)) 十 GCCp) ) 
(kf a)) OY Ra) =r ha) =—kr(a)=—kd (Ga)) 
因此 ,JCV) 之 r(V》 


四 、” 维 内 积 空间 中 的 共 斩 变 换 


了 定义 设 y 为 n 维 内 积 空 s 间 VV 的 线性 变换 
8&1,62，"" se, 为 V 的 标准 正 交 基底 

J (eyes6) 二 (81,82,… 6,)A, 则 由 加 了 唯一 确定 的 线 
T(E1 ,E29 3961) = (El Er EA 

称 r 为 少 的 共 生 变 换 , 记 为 力 == 

2. 性 质 “〈1) 线 性 变换 * 是 的 共 办 变 换 的 充 要 条 件 是 
Y a,BEV, 均 有 (g(a),B)= (a,T (PB)) 

证 明 一 二 + 一 六， 设 84,6,…,6 为 V 的 标准 正 交 基 


YlEl E29 En,) (8 E26) A, A= (a) 
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op (si stos""" ,8 ) = (Ei s Eons*"" .€, A 


. Sv 9 
设 QO -一 /iciy P= Nig 
i=] i 


二 A 
则 (ya BC rfle), 2 ye) 
3 
二 < < 
i112] 


nn 


(fe) se) = 2 ry 
同样 (asd (8)) 一 (之 ， 6 2 yp (ge.)) 


Dy (Ei CD) DD ny 


# Ca) PB) Ca.y (B= a. rH)) : 
一 一 V a,BEV， 均 有 ($l0),B) 一 (a,r(B)) 

(slyeo En) = (El ,E29 Er) 人， A=- (a;;) 

re ,EsE)— (1,es,." ,6,)B, B= (vv,;) 

Gij— (fp(€j) 8) (ej T(Ei) )=—b; 

故 BA’,.. T=J* 

(2) 设 y,r 是 内 积 空 间 V 的 线 性 变换 , 典 有 有 

(0° =p, (gt) yy +r 

(kg) = 一 Ab” (Or 一 人 

引 理 1 设 少 为 的 线性 变换 ,在 Y a,PEV 
均 有 (Ya ,8)=0， 则 y=90  . 

证 明 三 任意 向 量 均 正 交 的 向 量 是 零 向 量 

:yla) 一 0， '” 对 VY aE€VT 均 成 立 , 故 4%= 0 

引 理 2 设 由 与 + 是 V 的 线性 变换 ,VY a,pEV,， 
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均 有 (g(a),P)= (roa) ED)， 则 $= rt 

证 明 即 有 VY a,BEV (yl(a)—r(a),B)=0 
((f—r 0),B)=0 fp—r—0, Y=r 

应 用 上 面 引 理 不 难 证 明 ; (J0)* 二 区 

事实 上 (rt* (a),B)= (yg’ (a) ,rpB))= (a g(r (Bp)))= 
Ca pr PB)) = Gr)" (a),p) 

ry = (fr) 

其 它 几 个 等 式 读者 自 证 . 

(3) 设 少 是 内 积 空间 Y 的 线性 变换 ,W 是 的 不 变 子 空 
间 , 则 W+ 是 yg' 的 不 变 子 空间 

证 明 Ya€EW+t,BEW 则 (Y’* (a) ,B= (a,p(B))=0. 

* (a) EW- 

(4) 设 少 是 内 积 空间 V 的 线性 变换 , 则 yy(V)= Imy 
— [Ker(y))-, Ker(f)=[y" (V)) 

证 明 Va€EV， yg(o) EVV), BEKer(y’) 
有 wla) EE [Ker(y' ))+ | 

> (yla), p= (a yy’ (B))= (a,0)=0 

故 9CV)= (KerCy’ )I+ 

又 YYEIA V+, Va€EV 
一 风 0 C0))= 07) ,0)=0 

<—>J7)—0<=>7E Ker(y) 
所 以 . Ker(y)=— [Cy* (V))+ : 
推论 V=y(V)BKery' =Keryg@By* (V) 


。 273 。 


五 .内 积 空间 中 的 规范 交换 (规范 和 矩阵) 
实 规范 阵 正 交 相似 于 准 对 角 阵 


1. 定义 设 vp 是 内 积 空间 V 的 线性 变换 ,车 存在 9 的 共 
恩 变 换 yg" ,使 op 二 gy( 即 可 交换 ). 则 称 2 是 一 个 规范 变换 
(或 正规 变换 ) 

易 知 . 西 变换 (pp" 一 1)， 自 共 轿 变换 (9 一 2 ), 凤 目 共 簿 弯 
换 (o= 一 ) , 均 是 规范 变换 . 


相应 地 , 若 4EC* ,有 4 4 一 44,. 则 称 4 是 一 个 规范 
答 阵 . (正规 矩阵 ) 

酉 矩阵 ( 正 交 矩阵 )、 厄 密 特 矩 阵 ( 实 对 称 阵 )、 反 厄 密 特 阵 
( 反 实 对 称 阵 ) 等 都 是 规范 矩阵 . 

2. 性 质 (1) 设 AEC™*, 则 A 是 规范 矩阵 的 充 要 条 件 
是 存在 酉 矩阵 Q, 使 


Q-4Q 为 对 角 阵 (Q 一 一 QQ ) 
A 


z A 
证 明 一 一 Q AQ=| .. |=8, 


A=~QBQ 
BB'=B'B, 则 有 
AA=QB=AA 
-一 -存在 非 奇异 阵 了 ,使 7 47T 一 .J( 上 三 角形 若 当 阵 ) 
对 于 了 的 列 阿 量 施 密 特 正 交 化 . 有 了 二 QS 
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其 中 护 是 本 矩阵 ,S 为 上 三 角 阵 

S QQ- 4QS=J，Q-4Q=3SJS ”是 上 三 角 阵 ,Q 4Q 
又 是 规范 阵 , 故 Q@ -4Q 必 为 对 角 阵 (性 质 10 中 有 证 明 》 

此 性 质 的 “变换 ”说 法 是 : 

对 4 维 西 空间 的 线性 变换 9 是 规范 变换 的 充 要 条 件 是 存 
在 一 组 标准 正 交 基底 ,使 8 在 此 基 下 的 和 矩阵 是 对 角形 的 . 

(2)n 维 西 空间 Y 的 线性 变换 p 是 规范 变换 的 充 要 条 件 
是 VY pg 一 WW， 均 有 9 一 克 - 

证 明 一 VV=W@W+ 

取 殉 及 全 + 的 标准 正 交 基 {o ,or , {oat1 2,). 则 

Pay sr ds aw JJ=-(a va ec 人 一 ) / 

-0 elo ce 


有 BB+DD=B'B 
trC(B B')=-tr(B'B) 得 tr(D D')=0 
故 “D=0. 所 以 pg 一 W+ 
一 对 用 归纳 法 
当 2 一 1 人 时 ,显然 成 也 
假定 对 ”一 1 维 空间 成 立 . 今 对 ?证 
存在 ?的 特征 值 ,特征 阿 量 PCa )== ha 
令 W=L(a), 则 pg-W,p 一 Wi 
9 在 多 + 中 引出 变换 为 ,显然 VY Wi+ 中 的 om 的 不 变 子 空 
闻 其 正 交 补 也 是 g 的 不 变 子 空间 . : 
故 ”由 归纳 假定 ,存在 W+ 的 标准 正 交 基底 cz ,as,… ,a 
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As 
| | 
| | 
一 
A 


则 9 关于 基 ay,…,w 的 矩阵 为 


上 yp 是 规范 变换 . 
(3) 在 ) 维 本 空间 C" 中 规范 矩阵 4 的 不 同 的 特征 值 
的 特征 向 量 互相 正 交 .四 若是 4 的 属于 特征 值 的 特征 向 
量 , 则 a 是 4' 的 属于 特征 值 4 的 特征 向 量 . 
证 明 A 西 相似 于 对 角 阵 . 即 存 在 西 阵 Q@， 使 


1 | 
A . - ， 
Q AQ= . 一 BBB， 4; 为 4 的 符 征 值 
人 
1 
4 _ 


(Q- 4Q) QA'Q 


令 QQ=(oos oa) , 则 AoAha, A'a— Na, 
另外 ,车 有 ha=-ia， 48 一 8， Ap， A'a=Aa， 
0 w B= 0B8= AP= (A'a)* f= (Xa) B= op 
故 (2 一 0) a'p 一 0， 由 4 一 po 了 关 0， 得 a'8 二 0， 
Bal 
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(7 维 西 空间 V 中 ,线性 变换 ?是 规范 变换 的 充 要 条 件 
是 :Y a€V, 均 有 |Yo) | 一 9 Co)| 
证 明 一 = |y(a)|: 一 (py(a) ,9(a)) 
= (ag.0" oa)) 一 (a,9p” (a)) 一 (1 (a) ,2 (0))= 12” CF 
<=——Y oPEV,. oo)|= 一 1p Ca)| 
PC8)1= 一 8) 1pCotB) | = |p cx 十 了 )| 
[pe 十 6)j 一 (pe 十 DB) ,oo 十 0)) 
=— (g(a) p(B) .pa) t+ p(B)) 
= [pCa) | [gCB) [+ Cp) , 98)) + (p(B) ,pl0)) 
lp Cat BE ip Co 有 十 | 十 (ay (8)) 
+ (9° (8) 2 (a)) / 
”得 (pCa) ,p(B)) + (p(B) .pa)) 
一 (2 (a) ,pg° (B))+ (9° (8) 0 (a)) 
妈 《oo" pa) ,8) 十 (8.p pla)) 
= (gp (a), 8) 十 (Bepp(a)) 
有 (9’ Po 一 pp (ao),B)=— (P,P pa) ~— gp’ (a)) 
将 有 换 成 g' pla) 一 gp' (a), 得 |y9’ plo) 一 pp' (a)1* 一 0 
故 9’ pa)—pp’' (a)=0 | 
即 9p g(a) 一 gp' (a)， “对 Y aEV, 均 成 立 . 
所 以 gg 二 gp" ， 即 9 是 规范 变换 
推论 ” 设 ?是 正规 变换 . 则 Ker p==Ker 9 ， 
VV | 
(5) 设 py 是 2 维 西 空间 V 的 规范 变换 且 yj 一 yg9, 则 (DD 
存在 V 的 标准 正 交 基 , 使 pg,y 的 矩阵 是 对 角形 的 . @ypy， 
YY 均 是 规范 变换 
”YY 人 C". 翻译 成 从 阵 的 问题 即 
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A4,BEC” 是 两 个 规范 矩阵, 且 4B=- B4. 风 
QA 与 B 可 以 同时 西 相似 于 对 角形 矩阵 
A 十 B,AB 均 是 规范 窍 阵 
证 明 4 西 相似 于 对 角 阵 , 即 西 阵 已 .使 
[NE, 
Pi'AP',= Na |=G，1i 了 jj 时 ,A 
: AE, 
(PIAP,) (P71IBP,) = (PiIBP) (Pi7IAP) 
Bb 


因而 P71'BP. 一 > 是 准 对 角 阵 
B, 四 
B 是 规范 阵 < 之 Pi'BP, 是 规范 阵 < 之 甩 是 规范 阵 
故 存在 西 阵 Qi, 使 QB.Q, 一 DD; 为 对 角 隆 


{& : 
| QQ. 1AQ-G 
令 Q 二 局 > ， 则 有 
Q， 

GT DiQ， 

Q- BQ = Qi1B,Q, | > 

: ” QQ DC 
D, / 

D, _D 
D, 
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四 (45) AB=B'A'AB 

-QD0) QC0" (QGQ-') (QDQ™') 

~Q D'Q'Q CQ QCGQ QDEQ™! 

~Q D'G'GCDQ" =QGD DGQ 1!'=AB (ABY 
(A+B)(A+B) =(A+B)(A'+B) 

=(QGQ" T+QDA QCQ TQ DR) 
=Q(G+D) G+D AQ "=Q0 +D) C+D)Q 
一 (A 十 B)' (A 十 B) 


(6) 议 9 是 2 维 丁 至 = 间 的 规范 变换 ， 则 对 于 任意 自然 数 


4 都 存在 Y 的 规范 变换 ,使 六 = 一 9 


证 明 ”我 们 证 其 矩阵 说 法 . 设 AEC"*" 是 规范 阵 
A : 


A 
则 有 Q-4Q=| “” 、 |，@ 为 西 阵 


8] 
| 
A 一 QB'Q 1! 一 (QBQ™T')， QBQ ! 是 规范 阵 , 为 所 求 。， 
(7) 设 A= (a;,) EC™*",A 的 特征 值 为 几 ,)…，, 则 4 
是 正规 阵 的 充 要 条 件 是 

lel 
“证明 若 4 是 正规 阵 , 则 4 酉 相似 于 对 角 阵 . 
存在 西 阵 U、 使 UI!'AU==diag (4 ,4 ,… ,7). 
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AA=Udiag( (lhl, hl ee 2D 
~-- 一 3 -3 
AAO al I 
1 . { 


反之 ,车 这 C2 一 2 [a 

A 西 相 似 于 上 三 角 阵 = (4;,) 

存在 丁 阵 U， 使 UT AU 二 T 

UiA AU=TT', trAA tT TT 

之 [ai 一 之， 1 十 之 (tal? 改 之 isl 0 

当 i<j 时 ,| | 二 0， 刀 一 0 即 了 是 对 角 阵 ,因此 ,4 
是 正规 阵 . | | 

(8)( 谱 分 解 定 理 ) 设 4 是 酉 空间 C" 的 规范 阵 
则 有 A 二 入 Pi 十 和 Ps 十 十 P,.， 和 EC， PiEC”**", 满足 

DD 数 1, 可 ,…, 丸 互 不 相同 / 


QP; 是 厄 米 特 和 矩阵 : P/ 一 Pl， ij 一 1,2,… 
图 己 是 等 等 阵 ,Pi 一 P， 
Md)P;P; 二 0， i 关 j 时 
Pi+P:+"…+P,~E 
反之 ,车 4 的 分 解 满足 中 一 @, 则 4 是 规范 阵 
证 明 4 是 规范 阵 , 则 4 西 相似 于 对 角 阵 ,; 即 有 西 阵 Q 
“使 : 


”280。 


~ AE, 
A 
Q AQ= 和 一 一 
. AE, 
A 
:A ,4 为 A 的 互 不 相同 的 特征 根 ， 
k, 
0 
今 站 = ， 
0 
0 
0 
2 
D,= 0 9 9 7) 一 0 
0 


一 则 QQra4Q=AD, 十 2D: 十 … 十 力 姜 ， 
4=NQDQ- 12QD:Q- 十 … 十 1QDQ- 
一 和 Pi 十 如 Ps 十 … 十 入 P,， 
Pi 一 QDiQ- ,可 以 验 证 满足 由 一 名 
反之 ,车 4 二 Pi 十 … 十 P, 满足 四 一 @@ 
则 有 A' 4 二 GHPi 干 … 十 Pr) (AP 十 … 十 入 P,) 
= 入 Pi 十 十 和 NAP, 二 NPi 十 … 十 入 NP, 一 A A 
(9) 设 4=- 思 PP 十 … 十 PP. 是 4 的 谱 分 解 , 则 有 
OA 和.…. 2 是 A 的 所 有 的 不 同 的 特征 根 : 
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@ 存 在 多 项 式 fw 了 7 二 


使 fC4)=Pi,， fi)=1. f=0 GN) 

即 谱 分 解 是 唯一 的 . 

证 明 PP; 是 玫 等 阵 , 有 特征 值 1, 设 PX 一 义 ， 
AX;= AP.X,= Pi +AP) PX APX— AX. 

即 ”为 A 的 特征 值 

文 设 4。 为 4 的 任 一 符 征 值 ,有 AX=4。XX,X 子 0 
A。 了 X= AX 一 (NP 十 … 十 AP,) 久 一 入 Pi 十 … 十 PX 

一 YI 二 十 入 Y,, (Y;= PiX) (I) 

又 4 X=4, EX=4, (已 十 … “+POX 

二 A。 PX 十 "… 十 4。P,X 

二 A。 六 十 … 十 4。Y， : (1) 
z (I) 一 (I) 得 
(4。 一 站) 思 十 人。 一 4)Y2 十 … 十 (4。 一 全 )Y- 一 0 
Y'Y,=tP XY PX=KP'PX=0 (UF) 
即 ”Y,,Y。,…,Y, 两 两 正 交 , 因 之 ,其 中 非 零 向 量 线性 无 
关 . 由 己 X 十 已 和 十 … 十 忆 X= 一 区 X 一 X 尖 0 
知已 X=D,PX 一 YY wb 忆 一 7 不 能 全 为 零 
必 有 YY 一 P; X 关 0。 故 必 有 4。 一 入 一 0 
” 即 2。 = 

加 的 成 立 可 直接 验证 

(10) 实 方 阵 4 能 正 交 相似 于 对 角 阵 的 充 要 条 件 是 :4 是 
规范 阵 , 且 特征 值 为 实 的 . 

证 明 二 =~Q AQ 一 D， QQ 是正 交 阵 ,D 是 对 角 隆 
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A=~QDQ 
AA=AA'=QDQ QDQ =QDPDQ =QD' PQ™! 
~A'A=A'A : 
D 是 实 的 . … 4 的 特征 根 , 即 万 对 角 线 上 的 元 素 为 
实 的 . : 
一 一 证 法 一 4 西 相似 于 对 角 阵 D， Q- -4Q= D 
Q 的 列 回 量 为 特征 向 量 . 
可 以 要 求 Q@ 实 的 . 即 Q 是 正 交 阵 
证 法 二 ”A 的 特征 根 全 是 实数 . 由 北京 大 学 编 高 等 代数 
第 九 章 习题 20, 存 在 正 交 阵 @, 使 Q@ 'AQ= 二 也 为 上 三 角 阵 . 
由 4 是 规范 阵 可 知 D 是 规范 阵 / 
下 面 只 须 证 明 规 范 的 上 三 角 阵 是 对 角 阵 即 可 
设 D= (£;;). 当 ;六 7 时 ， 1 一 0 
由 DP' 一 记 D 知 ， 梯 积 矩阵 对 角 线 上 元 素 为 
tt 十 十 t= 
t22 十 t23 十 … 十 一 夏 , 十 好 ， 


bnn = bin ton + toe 
”由 此 可 得 ; 当 i 关 7 时 ,tj 二 0. 攻 DD 为 对 角 阵 
(11) 实 规范 阵 正 交 相 似 于 准 对 角 阵 , 即 存在 正 交 阵 Q, 使 


Q AQ= ， 7 十 25 一 7 
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其 中 如,…, 力 是 实数 ,为 4 的 特征 根 ， 

A=| 中 ， 六 天 0， t=1,2,,s 
一 2， CQ， 

4 十 0 为 特征 根 


证 明 …4 枉 相似 于 对 角 阵 . 即 存 在 下 阵 Qi 使 
A 


Qra4Q=| ， 一 DD， 是 特征 根 


Artl 


: 4 

可 以 假定 A A 是 实数 ,A+ ~—aiThi, 42 一 02 
十 bzi ,以 下 依次 . 非 实 虚 根 成 对 共 轿 出 现 58; 了 0 
今 一 (ai 9 "sO Qi QrH2 0 ) Oi 为 A 属于 特征 根 A, 
的 特征 癌 量 

四 ,…, 是 实数 ,可 以 使 ma,… ,a, 是 实 的 . 

4a 一 Aiar 一 (QI 十 Dar+l 
设 arti 二 ww 十 Vv， uv 是 实 的 属于 RR” 

人 (十 iD 一 (al 十 PDT) 二 TU) 

Au=au— bv 

Av= budav 

Alu—vi)— a;—b1) (uC— vi) 

因此 . 可 以 假定 or ar+ 1 


1 -1 二 
因 V2 V2 (人 0 V2 V2 
1 一 ? 0 2 一 0 1 ! 


-| 
V2 是 丁 答 阵 ， 


一 心 Ul] 


] 
| di " Q 2 
一 1 一 

1 


Vi VF 


(PB, , Pz) = CA gy 三 


则 有 . A(P ,Bs)— A(a,ii ,ar 2 ) 1 
a to 0 
je 


= (ar ya ,| z 
加 Uy di—bt 


241 十 2 0 
= (pp QT |( 、 je 


01 一 总; 

Ci b) 

=— (pi op- 
一 已 wi 


太一 了 (Ca ,01 2 ) 一 L a4i ,ah ) 一 LO Vi” 


: y 
一 (pp)， = 一 ww， :一 一 一/ 
p bi W/o 有 VC 


如 此 继续 下 去 . "se 得 Wss= La 0,) = L(pP2,. » Pzs). 
W,,Wi 均 是 4 的 不 变 子 空间 ,t= 二 7r 十 ly,7 十 $s 
且 R”= Le) DL oD. ‘PL OLB ,PID ‘ODL 
(8,1, Po) 

“Ala ,es 0, By, ,Bo,) 


一 (al ,a,,B,*… ,Bs) 
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0 人 0 为 天 的 标准 正 交 基 ， 
G 一 (ciy… “0ry 有 ** ,Ps) 为 正 区 交 阵 ， 


即 有 Q-:4Q&=- 1 ~ |=H 


z A, 
称 五 为 A 的 正 交 相 似 标准 形 . z 
推论 1 欧 氏 空间 V 可 以 分 解 为 其 规范 变换 9 的 一 维和 和 
二 维 不 变 子 空间 的 直 和 . 
推论 2 :证 明 实数 域 上 二 阶 正规 阵 的 一 般 形式 为 
:人 cos0 7 ,其 中 ,0， 9 滨 hr， 肯 为 整数 
(请 读者 自 证 ) | : | 
例 8 设 A 是 阶 实 方 阵 , 则 A 是 规范 阵 的 充 要 条 件 是 
A 二 SQ 一 QS. 这 里 . $ 是 半 正 定 阵 .Q 是 正 交 阵 
证 明 由 例 18. 4=QS= SIQ 
这 里 .Q 是 正 交 阵 . S 是 半 正 定 阵 ,9, 是 半 正 定 阵 
-< 一 44 =QS(QS) 一 QSS'Q =QSSQ' =SSQQ' =S 
~(QS)QS=SQQS 一 SS 一 SS 一 9 
44' 一 44 
一 4 一 QS. A'A=S’, AA'=SQQ'S' =5? 
S? 一 S?, 因 S 与 S, 均 为 半 正 定 阵 . 所 以 S=S， 
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\—sing cosg 


故 QS 一 SQ. | 
例 9 设 规范 矩阵 4 的 全 部 特征 根 为 ,4,…, 入 , 则 4 
及 == 有 EA 的 全 部 特征 根 为 [X17, 151?…, 14 
证 明 规范 阵 4 酉 相似 于 对 角 阵 ,有 酉 阵 Q, 使 


A / 
1 
Q AQ= 、， 一 D， 为 4 的 特征 根 . 
h 
1 一 上 Lv 
1 
D =-Q™1A! —— 7 
人 
A 
加 _ XA, 
QA AQ=Q AQQ AQ=D'D= 


故 丈 4 的 特征 根 为 | 为 |?，112，，| 和 | 
例 9、 例 10 亦 是 规范 阵 的 性 质 ,只 是 前 面 的 性 质 较 基本 


td 
ri 
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六 、\ 酉 空间 中 的 本 变换 (和 矩阵 ) 与 欧 氏 空间 
中 的 正 交 变 换 ( 矩 阵 ) 求 正 交 和 矩阵 的 正 交 相 似 
标准 形 及 其 过 渡 阵 的 方法 ,矩阵 的 奇异 值 分 解 


1. 定义 设 p 是 内 积 空 间 V 的 一 个 线性 变换 ,VY ,a,p 
EV, 均 有 (pla),g(B)) 二 (a,B). 当 V 是 西 空间 时 , 称 9 为 西 
变换 , 当 V 为 欧 氏 空间 时 , 称 2 为 正 交 变换 . | 
2. 和 性质” (1) 判 别 条 件 :(D 丁 空间 (或 欧 氏 空间 )V 的 线性 
变换 5 是 西 变换 ( 正 交 变换 ) 的 充分 必要 条 件 是 ,VY xcEY， 
有 |ala)| 二 |al 
证 明 必要 性 显然 成 立 
充分 性 VY a,PEV,AEC, 有 (a(a 十 4B) ,ola 十 48))== 
(a 十 46,a 十 48) ,将 上 式 展开 ,注意 到 (a,48) 二 2(a,B) 得 到 
ACa(B) soba) +Aala) ,opB))=AB ,+A PB) 
今 4 一 1, 得 :(o(B),ala)) 十 (o(a),o(B))==(B,0)+ (a,P), 
今 4 二 i 得 :(o(B),ala)) 一 (ola) ,opB))— (Ba)— (a,p), 
上 两 式 相 减 得 : (co(a),o(PB))=: (a,p) 
凶 丁 空间 ( 欧 氏 空间 )7Y 的 线性 变换 o 是 西 变 换 ( 正 交 变 
换 ) 的 充分 必要 条 件 是 ;Y ae,pET , 均 有 lc(a) 一 c(8)| = 
“la 一 8|,( 即 保持 向 量 间 的 距离 不 变 ) / 
证 明 当 o 是 西 ( 正 交 ) 变 换 时 ,可 以 验证 |o(a) 一 o(B) 焉 
一 Ja 一 8 上 ,从 而 |eCa) 一 o(8)| 一 |a 一 PB| 
* 288 ， 


有 反之 ,VY a,BPEV, 有 |ola) 一 o(B) | 一 1a 一 8p|， 

取 8 二 一 a, 有 lea)—oa(—a)|= |o(a)+oala) | 
=—|at+al,2le(o)|=2|a|, loebo)|= |al 

故 ”由 刷 知 oo 是 酉 ( 正 交 ) 变 换 . 

@n 维 西 ( 欧 氏 ) 空 间 V 的 线性 变换 a 是 西 ( 正 交 ) 变 换 的 
充分 必要 条 件 是 so 在 V 的 标准 基底 下 的 矩阵 是 丁 正 交 ) 阵 ， 
(请 读者 自 证 ) 

四 西 ( 欧 氏 ) 空 间 V 的 线性 变换 o 是 西 ( 正 交 ) 变 换 的 充 
分 必要 条 件 是 o 把 V 的 标准 正 交 基 后 变 为 标准 正 交 基底 
《 目 证 ) 

 @@ 西 ( 欧 氏 ) 空 间 Y 的 变换 ?是 V 的 西 ( 正 交 ) 变 换 的 充 
分 必要 条 件 是 Y a,BEV, 均 有 (9) ,9(B)) 二 (a,B). 

证 明 ”必要 性 显然 成 立 . : 

充分 性 ”通过 计算 lp(a 二 一 g(a) 一 gCB) 上 一 0 : 

得 pla 十 8) 一 pla) 一 KB) 二 0, 故 pla 十 PB) 一 9p(a) 十 pCp)， 

同 理 gCka) 二 kpla), 因 而 9 是 V 的 线性 变换 ， 又 保持 内 
积 不 变 所 以 是 酉 ( 正 交 ) 变 换 

@ 殉 氏 空 间 V 的 变换 pg 是 V 的 正 交 变换 的 充分 必要 条 
件 是 YV a,BEV, 有 |9gCo) 十 gC8)|== Ta 二 Bl. 

证 明 ”必要 性 显然 成 立 . / 

充分 性 取 pB=a, 则 有 2|pCa)|==21al， |p(a)== al. 
又 取 B= 二 一 a,. |oCa) 十 p( 一 a) | 二 | 上 a 十 (一 a)| 二 0， : 
pa) 十 gpg( 一 a) 二 0, 故 pg( 一 a) 一 一 9(a)， 
ig HP Ig +9 P|= epl. 

由 计算 :la 十 B81: 一 la—pB|*=4(a,p) 
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CasB) = 于 Chat Pl:— la—pl’) 
(ga ,VB)) 一 二 [| 多 o 十 约旦 一 1wa) 一 入 
一 天 [la 十 B 一 |x 一 8 一 (ev 有 
保持 内 积 不 变 的 变换 是 线性 变换 ,因而 是 正 交 变换 ， 
注 : 车 Y 是 本 空间 ,还 须 加 上 条 件 p10) = 19(0) 
(2) 町 ( 正 交 ) 变 换 ( 息 阵 ) 对 于 变换 (给 阵 ) 的 习 法 作成 群 
(3) 酉 变换 ( 正 交 变换 ) 的 特征 值 的 模 等 于 1, 且 属于 不 同 
特征 值 的 特征 向 量 正 交 . 
证 明 yla) 一 A4， a 天 0， 9 在 标准 正 交 基 下 的 西 阵 
为 4， i 
则 4se=AM，EEC (Ae)'=e A'~Ae 
‘(Ae)’'(Ae)=At Nhe—~ANe e 
即 eA'Ae=Ale “A'A=E | 
.。 Ele 一 AAe'e， 由 ee 关 0 得 AM=1==14| 
又 设 Ae 一 he， hn 二 ky， hk 
山 eA' 二 Ae' ,ge A An=—ie kn=—Ak en 
即 Ev ley=0 
‘MR—1)4=AAk—A=k—A0 | 
对 一 1] 头 0。 必 有 ew 二 0 即 e 与 7 正 交 . 
(4) 西 ( 正 交 ) 交 换 ( 和 矩阵 7 是 规范 变换 ， 因此 规范 变换 具有 
， 的 一 般 性 质 , 酉 ( 正 交 ) 变 换 亦 具有 . 
(5) 设 欧 氏 空间 .R" 的 正 交 变换 g 的 非 实 特征 根 
丸 二 a 十 bi 的 特征 向 量 e 二 a 十 Bi. 其 中 ,ER 
求证 :D(a,B)==0, 且 |a| = -Bp| 
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@LZL(c,p) 是 2 的 不 变 子 空间 . 
证 法 一 gla 二 B==(a 十 bi) (at+ Bi 
pla) + p(B)i= (aa—6B) + bataB)i 
PC(a) = 一 Ca 一 DO 
PP) 一 pu 十 cp 
| 一 oo) 一 (oa ,po) 一 (aa 一 20,ac 一 08) 
~—a lal:+6|B|:—2ab Ca, 8B) (I) 
[N=a? 二 B=1，60 : | : 
tbl 2b, 一 人 一 2 一 1 
由 (1 ) 得 :1a|?(1 一 a?) 一 18|? 十 2ab(a,B) 二 0 
lal?B—B|B|?+2ab(a,8)=0 
blal:—18|’)+2ab(0, 8)=0 / 
b(|al:—18|?)+2a(a,B)=0 (1) 
又 CoP) GP) : | 
=a (a,PB)+abla,a)—ab|Bl’—b(a,p) 
=—(a—b)(a,pB)+abllal: |B?) 
—(1—20)(a,8)+ab(|al’— |812) 
有 0= 一 2b?(a,pB)++ab(la|?— |81?) 
即 allel:—|B8|:)-25(a,8)=0 (I) 
将 (I). (下 ) 联 立 , 视 |al: 一 18 上 1 与 (a,B) 为 变量 得 线性 | 
方程 组 ,其 系数 行列 式 : 一 252 一 24? 一 一 2(5 十 a?) 一 一 2 关 0 
由 克 兰 姆 规则 得 : lal: 一 |8|:=0， (a,8)=0， 
Bi lal= 18|, (a,P)=0. : 
因为 a 二 Bi 了 0. le |=181. 天 0,6 尖 0 
(a,P)=0, oa， 8 线性 无 关 . 故 L(a,PB) 是 二 维 的 . 
证 法 二 用 短 隆 的 方 沁 


因此 有 wp 一 L(a,p) 
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四 4a 一 aa 一 0 
~ 本 人 FRR © 
正 交 变换 可 用 正 交 阵 A 表示 ,如 上 有 :| 4 人， 


a—aA'a—bA'p aa=a:A'a—abA’'p 
B=bA'a+aA’'p bB=BPA'at+abA'PB 
相 加 得 :aa 十 6B6 二 A'a 
两 端 转 置 :aa 十 20 一 a A 
aa' at+bB8'oa=a 4a= 一 ua (aa 一 21) 
aul 8 十 288=w AP=a (pa 十 ap) 
得 到 :bB'a 二 一 bo'B， 6bB'B 一 be a 
Ba 一 ap，5 了 0, 必 有 Pa=aB=0， 即 a]pB 
da=BB， 即 lel 一 1B| 
(6) 正 交 和 矩 阵 的 特征 根 为 1,… ,1, 一 1,…, 一 1， 
cos0 二 tisinO; ,*"* ,COS0,， +isinb,. : : 


A 的 正 交 相似 标准 形 为 


coslb， Sinl 
一 Sinlh cosg 
osp sind, 
一 Sin0， cosl, 
证 明 … 正 交 阵 的 特征 值 的 模 是 ] 
.其 实 特征 根 只 能 是 1 或 一 1, 而 非 实 复 根 
可 以 表 为 4 二 cos8 十 isin9 
再 由 规范 变换 (和 撼 阵 ?的 性 质 11, 即 得 . 
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下 面 通过 例子 讽 明 求 正 交 阵 的 正 交 相 似 标准 形 及 其 过 渡 
阵 的 方法 : 


例 11 设 正 交 和 给 阵 


> 

| 
cc 四 | 二 ce 
wy lm 四 | 


求 A 的 正 交 相 似 标准 形 及 其 相似 过 渡 正 交 和 矩阵 . 
解 计算 出 4 的 特征 根 是 一 1 ,2 十 已 
则 4 的 正 交 相似 标准 形 严 为 


一 下 0 0 
0 2 V5 

r= 3 3 
” V5 2 

3 3 


下 面 求 正 交 甜 阵 了 ,使 P"'AP=F 


(D 求 4 的 属于 特征 值 一 1 的 特征 子 空 9 V-_ 的 标准 正 交 


这 里 是 a 二 (0， =2V5 ,Ys) 


ph MTR 空间 的 标准 正 
交 基底 


、 ,V2i va V 10) 
这 里 是 :7 一 (一 210 
@ 令 n= 二 vi， u,vER’ 
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求 出 8 二 一 和 wu 二 (0， 


从 
| 


Ve 
B,= 二 (1,0,0) | 
@ 则 以 a;B,PB; 为 列 向 量 的 矩阵 已 即 为 所 求 
0 0 一 外 
25 V 5 0 
P= 5 
语 2V 0 
9 : 5 


可 验算 得 P-14P= 已 4P= 已 
(7) 车 正 交 阵 4 的 行列 式 141= 一 1, 则 4 有 特征 根 一 1. 
若 正 交 阵 4 的 行列 式 |41=1, 则 存在 正 交 阵 BB, 使 B* 一 A 
证 明 由 正 交 阵 的 相似 标准 形 知 ,其 行列 式 为 一 1, 对 角 
线 上 元 素 有 一 1， 即 4 有 特征 值 一 1， 若 正 交 阵 4 的 行列 式 
4 一 1 ， J 
下， 


4 正 交 相似 于 标准 形 为 一 五， 


D 


| cos@ sing 
其 中 忆 为 形 如 B=( ) 为 对 角 方 块 的 准 对 


角 阵 . 


一 Sin0、 cosV 

| . 4 
COS 一 Sn 了 | 
有 , 则 C=——B z 


—8Sin— COs 


2 “~ 2? 


一 1 0 
令 于 = 0 1 则 歼 " 一 一 无， 
一 1 0 Joxy 
存在 正 交 阵 Q ,使 
£, 
A=Q —E, -i ,=| cos0; 1 
已 ， sing cosp， 
b, 
Es z 
H° COS z sin 7 
A=Q CO? Q ,Cj= 
: 一 sm 二 “cos 了 
CC; 
E, 
下 交 阵 B 二 Q CO Q ”为 所 求 . ““B*==A 
CG, 
(8) 实 窍 阵 的 奇异 值 分 解 z 
命题 1 设 4 为 实 满 秩 方 阵 , 则 存在 正 交 阵 P,P; 使 
A 
4 


。 Pi AP,— 9 A>>0， 1 一 ,22 


人 
目 闻 , 戏 ,…, 戏 为 44' 的 全 部 特征 值 . 即 满 秩 阵 正 交 等 价 于 对 
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角 阵 diagp (A , A» 人 , A, )， 
证 明 ”由 第 五 章 二 次 型 例 5,4=-QS ,其 中 Q 为 正 交 阵 ， 
S 为 正定 阵 . 
A / } 


7 
则 存在 正 交 阵 P, 使 P'SP= 和 ，4>0 


A 
于 是 P-'Q-'4P= PSP= . =D 


人 
令 PTQ-=PT，P=P， 即 得 PT 4P: 一 万 
又 44. =— PIDP; P2D P= P.D’P7! 
故 ”4A4' 的 特征 值 为 准 , 克 ,… ,2 | 
命题 2 设 AER"*, 秩 4A, 则 存在 m 阶 正 交 阵 太 与 
2 除 正 交 阵 名 ,使 
B, do ; 
HAQ=( 。 上 B, 为 > 阶 满 秩 阵 . 
证明 ““ 秩 4=7r, 则 存在 M 阶 方 阵 M 与 4 阶 方 阵 N， 
使 MAN=( ~ 上 ， A—M-!( 和 )N- 
0 0 “\0 0 / 
对 M” "由 施 密 特 正 交 化 推论 :MM 一 五 ”了 
其 中 五 -为 正 交 阵 , 了 为 上 三 角 阵 且 其 对 角 线 上 元 素 为 正 
NT 一 SQ-，Q-' 为 正 交 阵 ,S 为 下 三 角 阵 且 对 角 线 上 
元 素 为 正 实数 . / 
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故 4 一 ET 5 se 


-AE WE Ye 


0 LT/\0 0/\S, 9， 

B, 0 
~ -| 一 】 

oo 
“。 得 证 

A 
和 
A, : z 
即 B, 一 Q P,， Q.,P. 为 正 交 阵 
A, : 


lB OV 
则 ”A= 五 (» ja 
Ai 0 
一 万 一 ! | ec FO-! 
、 EE A . 
0 : 0} | 
| A 0 
== -1! z 一 1 
(H™C) 加 FQ 一 
0 ， 


(CEIC) 与 CFQ-D 均 为 正 交 阵 
同样 ,好 ,… ,六 是 A4' 的 全 部 非 零 特征 根 .。 . 


(1) 
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称 - A — Dxn 


0 
为 矩阵 4 的 正 交 等 价 标 准 形 . 
和 ,As，… ,是 唯一 确定 的 , 称 为 4 的 奇异 值 . 
正 交 阵 ( 恕 1C) 与 (FQ 1!) 不 是 唯一 存在 的 ， 
上 面 的 式 子 (1) 称 为 4 的 奇异 值 分 解 . 
”推论 1 两 个 正 交 等 价 的 mzXn 实 矩 阵 4 与 B 有 相同 的 
奇异 值 . 
证 明 B=PAQ， P,Q 为 正 交 阵 
则 BB'=-PAQQ’'A'P'=— PAA’'P' 
”BB'~AA' 故 它们 有 相同 的 特征 值 
因此 ,B 与 A 有 相同 的 奇异 值 . 
推论 2 在 4 的 奇异 值 分 解 式 A 一 PDQ 中 ， 
， P 的 列 向 量 与 Q 的 行 向 量 分 别 是 44' 和 4'4 的 特征 
向 量 ， 
证 明 ” 因 为 . AA’==PDQQ'D'P'=PDD'P' 
(AA’'JP= Pdiag (2 ,.… ,A ,0,..,0) : 
故 .P 的 列 向 量 是 A4' 的 特征 向量 ， 
同样 . A4'A4==Q'D'P'PDQ 
A'AQ =Q diagM yn, R00) 
” 即 得 Q 的 列 向 量 是 4'4 的 特征 向 量 . 
例 12 任何 复方 阵 必 酉 相似 于 上 三 角 阵 . 
任何 实 方 阵 必 正 交 相 似 于 准 上 三 角 阵 . 
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,这 里 pe s""" > 为 实数 ， . 


i 
A, ,0 ,AE RX? 

证 明 ”由 第 七 章 线性 变换 的 例 16 知 ,复方 阵 A 必 复 相 
似 于 上 三 角 阵 , 即 有 非 奇 异 复 阵 Q, ,使 / 
A 类 

0 
网 

下 面 我 们 证 明 4 复 相似 于 上 三 角 阵 , 则 必 西 相似 于 上 三 
角 阵 . 对 于 非 奇异 阵 Q,, 由 施 密 特 正 交 化 方法 的 推论 知 
Q 一 QT， Q 为 酉 阵 ,7T 为 上 三 角 阵 

从 而 Q-4Q=TQr4QT” 


GT AQi= 


| A x / A 玉 
eT | 
“1 " 
为 4 的 符 征 根 


此 例题 第 二 部 分 的 证 明 留 给 读者 . 

例 13 已 知 a,8 属 于 机 空间 V， 有 lel=18l, 则 有 丁 变 
换 9, 使 Wo) 一 

证 明 若 "= 8, 则 恒 等 变 换 EE 为 所 求 . 
”着 o 尖 Bp, 则 lal 关 0, 18 天 0, 令 “ [人 
别 把 a 与 均 扩大 成 V 的 标准 正 交 革 a / 
DO 


则 ”由 Ye) 二 B。 i=1,2,…,n 确定 的 变换 为 所 求 . 
例 14 设 a,a,,Bi,P; 均 属于 nn 维 欧 氏 空 间 V， 

有 lal=18|, Vel=1B|, <a,oe>=<p ,p> 
则 存在 正 交 变换 g 使 Vo)=pB，i=1,2. 

证 明 。 当 ayas 中 至 少 有 一 个 为 0 时 ,由 上 例 得 证 . 当 
om 天 0,a 关 0， Caoaz) 一 CD p) “a ,0 P,P: 有 相 
同 的 线性 相关 性 . | 

硅 Ql » 0 线性 相关 ,有 A 一 ka,, 则 pb 一 &Ap 可 由 上 上 例证. 

若 wm ,oz ,线性 无 关 , 则 PB, ,Bp, 亦 线性 无 关 . 则 分 别 将 其 标 
准 正 交 化 并 扩大 成 V 的 两 组 标准 正 交 基 51 E29 > En 与 Yi ,72， 
…, 录 , 故 由 此 两 组 标准 正 交 基 所 确定 的 线性 变换 为 所 求 . 

例 15 设 有 4 维 欧 氏 空间 V 的 两 组 向 量 a,as,… ,a 与 
Bp,, Ps, ,Bn. 则 存在 正 交 变换 2, 使 2p(o) 一 有 =- 1 ,2 ,7 
的 充 要 条 件 是 : C(a，…ao) 一 CC Po) 

证 明 ”一 = 显然 

-一 设 人 =ZLCa ar,a). 

V: 一 (pp Bn) 

秩 (e… ao) 一 和 铁 ( 记 0) 

V=Vi+Vi,， V=V,+Vi 
Vi VeViSVE V7YEV, 7=7,47, NEV, EVE 
9(7) 一 9071) 十 (7;), 则 8 是 V 的 线性 变换 ， 
且 有 (8907) ,BC ) 一 (77， 9= 十 和 os EVi,hEVt, 即 9 
是 正 交 变换 ,pla;)= 二 pb. / 

充分 性 的 第 二 个 证 明 方 法 : 

不 妨 设 wor 是 oa, an 的 极 大 无 关 部 分 组 , 则 
Bi,… ,PB, 是 B,,…,B 的 极 大 无 关 部 分 组 . 
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用 施 密 特 正 交 化 方法 将 mw ,… ,a, 标准 正 交 化 得 ,si,…， 

ce, 则 有 (eye ec) 一 (al ,a,)T， 再 将 DB … ,pp， 标准 正 
交 化 得 力 ,… ,加 , 则 有 ( 太 ,…, 轧 ) 一 CB,…,B,)S, 由 假设 条 件 
知 ST 一 (6) 是 正 线 上 三 角 阵 ,将 6，…,e, 扩展 成 Re 的 标 
准 正 交 基 6 ，… ,6 ，…,e. 将 功 ,…, 办 扩展 成 Re 的 标准 正 交 
基 , 帮 ,1 则 正 交 变换 gp:g(e) 一 不 为 所 求 ， 
i], ,nn. 事实 上 , 令 TT” =G= (gi)) , 亦 是 正 线 上 三 角 阵 ， : 

z Fa) pgne)=gnpe)=gun= PB 
同 理 glas)==p,,… ,gla,)=p, 
(oa) 
(ar+1»02) 


QO 《al ,* “aC a) 


(QF1:07) 
| z (peti bP1) 
pri= Bi, ,BIOGB,, ,PB.) -i . 
(CB,41,B,) 

z z cr+1yai ) 
Yar) = Ga sa) 


| (a.r1s0,) 


—B,,, | 
同 理 ,gla4s) 二 By, ,pan)= pb, 

多 16 设 4, 为 正 交 矩阵， 县 1481= 一 1， 则 | 4 十 B| 
=—0 

证 明 A-'B 和 下 交 了 BID 4B1 

=|A™ 14B1= 一 
4- 1B 有 特征 根 一 1 
。301 ， 


故 | 一 下 一 4-181=0. 即 | 开 十 4 有 一 0 
而 14 十 中 =14(CETA-B)|=14|115 二 AIB1=-0 
例 17 设 4EC 2 , 秩 4 一 ~, 则 4= 4 一 42” 的 充 要 条 件 
是 存在 xXr 阵 U, 使 A=UU”， (4 = :A') 

这 里 U 的 列 向 量 是 两 两 正 交 的 单位 向 量 . 

证 明 将 A 的 "个 线性 无 关 的 列 向 量 用 施 密 将 正 交 栎 
准 化 化 为 标准 正 交 向 量 组 PP 
设 a "为 4 的 列 向 量 组 的 极 大 无 关 部 分 组 ， 则 有 
(Blip, Bi) any a)T, (ay， ,al ) = (BB,,: BT， 
进而 有 A (ase see so ) BsB, oe B I PUP 

这 里 PP 是 rxXn 和 给 阵 

因 秩 4=-r, 所 以 秩 已 =-> 

下 面 证 明 P= 二 U0” 

A=A =—A? “UP=PU"= PHUHUP 

USU=E “UP=P*P. (U~PI)P=0 

牧 P==r, 秩 (U 一 P” 一 秩 0=0, 必 有 U 一 P" 一 0， 

U=P", U*=P. z 

充分 性 :车 A=UU” 

则 有 A”= CVU) "==UU” 

A:=—UUUU"=UU" 
因此 A==A"= 和 i 


七 . 欧 氏 空间 中 的 镜 面 反 射 变换 ( 算 隆 ) 
正 区 阵 可 分 解 为 看 干 个 镜面 反射 阵 之 积 


1. 定义 设 v 是 欧 氏 空间 V 的 变换 ,y7EV ,17 = 1， 
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Y aEV ,G0) 一 a 一 2(a,7)7, 称 9 为 V 的 镜面 芭 射 变换 ,镜面 
反射 变换 在 标准 正 交 基 下 的 矩阵 称 为 镜面 反射 矩阵 

2. 性 质 z 

(1) 绩 油 及 射 变换 是 线性 变换 ,是 正 交 变 换 . 

《请 读者 上 月 证 ) 

(2) 和 镜面 反 射 变换 是 第 二 类 的 正 交 恋 换 ， 即 其 在 一 组 标准 
正 交 基底 下 , 窍 阵 的 行列 式 为 一 1 

证 明 设 8 是 由 单位 向 量 e 确定 的 镜面 反射 ,将 es 扩展 
成 Y 的 标准 正 交 基 6 ,ep,…,s,, 则 9 在 基 &,e,… ,下 的 矩 
阵 的 行列 式 为 一 1. 

(3) 设 a,BEV( 欧 氏 空间 ),a 才 8B， 1a] 二 18 二 1, 则 存在 
镜面 反射 p, 使 Ka) 一 

证 明 取 7= V YEV, p07)=7—207,7)y 
是 镜面 反射 变换 

并 有 9a) 二 a 一 2(a,7)7 二 a 一 2(a， -一 入 ) op 


Te=B1’ Ta=A1 
二 (一 六 一 "一 (% 一 0 一 


(4) 欧 氏 空 间 Y 的 正 交 变换 可 以 表示 成 为 一 系列 镜面 反 
射 变换 之 积 . 

证 明 对 V 的 维 数 用 归纳 法 . 

当 一 1 时 ,由 单位 向 量 7 确 定 的 镜面 反射 + 为 : 

V aEV=L(7), a=ky | 

ra)=a—2(a,D)9=hy—2ky=—Ay=—a 

“9 在 标准 正 交 基 7 下 的 短 阵 4 为 (1) 或 (一 1). 

当 A 二 一 1 时， gg 一 Tt 


二 二 站 一 
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当 A 二 1 时， op 
假定 命题 对 n 一 1 成 立 , 现 对 ， 证 . 
设 8,62… ,6 为 V 的 标准 正 交 基底, 则 
: Js) 一刀 CS) 一 加 PE 一 四 
亦 为 了 的 标准 正 交 基 捕 . | 
由 性 质 3, 和 存在 锐 面 反射 9 ,使 0(6) 一 妨 一 el) 
可 令 ”的 (一 加 ,9 (5) 一 7,. 由 正 交 补 空间 的 唯一 性 知 
LODt=L(g (en) ,pe) ,P(e)) L(y, 7) 
由 QCe),… ,G(s,) 到 有 ,… ,7 确定 上 (71)+ 的 正 交 变 换 几 , 即 
f(g (ei)) ni-2,3,n - 
LT) 是 n 一 1 维 欧 氏 空 间 

。。 由 归纳 假定 /i Ti 

其 中 为 L(7 站 的 镜面 有 反射 变换 
今 Jjqg(e))=， 1 二 1,2,….n, 则 是 V 的 正 交 变换 ,这 是 
因为 y 变 标准 正 交 基 为 标准 正 交 基 . 

将 t 扩展 成 V 的 变换 ;对 每 个 i Gi 二 1,…,t) 
仿 0; (31) 一 放 » OCT) 一 TCD ~~2,3,°" ,7 

则 有 J=o aol 

VaEV, a 一 Qi 十 az7s 十 … 十 an7， 
00 10 (0) a "0 (7 ) 十 azapal(7 十 … 十 ca (7,) 
/Pe ) 
二 0 十 CQ2 册 (十 十 CO (7,) 
=aNn 二 a "Tay po) 

我 们 说 有 g 二 J 二 o.oo 


/ 这 是 因为 :V a 2 Ri €;， FO = higle) = Zk 7; 
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而 gp (= Dh ype) = 2k $00— hn 


故 9=~ $9 一 aa 1 


"On 


(5)4 是 镜面 反射 矩阵 ， 当 是 仅 当 存在 单位 向 量 
aER’, 使 A 二 EE 一 2aa'， 


证 明 设 8 ,es，,… 


4 一 (al ,an) 


,是 二 维 欧 民 空 间 的 标准 正 交 其 


为 了 的 单位 向 量 . 由 7 确定 的 镜面 反射 为 p， VY ecEV， 


a (&) 9 ""* ,E，) 。 


则 


3] 
be 


Ts 


PCC) 一 《3 »""" | : 


| 

~ (el, ,é,) | : | 
四 
四 {a XI 

: 局 : [eo | 
ja) 【zz, 


~—(Es""* ,En) 


~ (ei,",€,) CE—2 


1 
~— [EkE—2 


yn 


| 


2 一 (cl ,°°° ,En) 


yi 


yn) 


XI Qi 
一 2(ai CQ : (E1 °°* ,EE,) : 
Cn 


ut | 
. 《Ci 是 ,CQ ) : 
a, | 


* (ai »""" Cn) 
dn i 


即 9 在 标准 正 交 基 6 ,…,e, 下 的 矩阵 为 


C 1 | 
ee : | 为 R" 中 单位 癌 量 . 
a, a, / 


Ul 


反之 ,车 给 定 R" 中 单位 向 量 a= 


则 矩阵 An 经 其 6 ,确定 的 变换 p 是 的 和 
面 反射 变换 . 
P(E1 41° En) = 81 6) CE—2aa ) ， Vv aEV,， 


Qa ke 


k, ki 
p(a) 一 (El ye :| (ese) (E24ad )| : 
. k, : k, 


k, | Ri 
: | 一 (ee)(2aw )| : |=a—2(a,7)7 
k, hb z 


ui 


这 里 7 一 (el， “*° ,€,) : 


所 以 4 一 五 _2au 为 镜面 反射 矩阵 - 

(6 正 交 多 阵 4 的 正 交 禄 似 标准 形 可 以 写成 若 二 个 镑 
反射 矩阵 之 积 

证 明 设 4 的 正 交 相似 标准 形 为 


。 30O0D。 


一 已 
cosl sing, 
F = 一 Sinl cos0, 
cOSL sing 
一 Sin coso, 
0 
. i 
0 1 
令 3 一 | 一 1|, 则 EE 一 2%7 一 一 1 一 C: 
0 1, 
: 1 
0 
C; 为 镜面 反射 矩阵 
0 ， 
Sin 10 z 
令 b=| ， |2|=1， 
COS 30 
DS 0 
0 _ 
0 


则 E 一 2bb' 一 B, 为 镜面 反射 矩阵 
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| 
3 _un2n 
COS 7 7 sin 2 0. 
B= . 
一 sin Sg 一 Cos 2.0, 
2 
1 
1 
0 
QO 
sin 0 
邻 d= ， |， 141 一 1, 则 E 一 2d4' 一 D; 为 镜面 反射 阵 
COS A 。 
0 
0 
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l 
COS i — sin 人 
2 2 
一 Sn 一 一 cos 多 
2 2 
] 
和 1 
由 计算 B,D; 二 GG, 二 7 
了 
1 
cost, . sind. 
—Sing, cosb. 
1 
1 


故 有 ， 起 一 全/ “CptaG pt Cptgtt 
Cp+] “CpraBptoriDotati'" Borer Dptat 
(7) 和 镜面 反射 矩阵 正 交 相似 的 阵 仍 是 镜面 反射 阵 
证 明 设 右 =E 一 277，17|==1]， 了 是 正 交 阵 ， 
则 TI'HT=E- 27 T=E—2T7T7) ,|T7y|=1 
5) 正 交 阵 可 以 分 解 为 才干 个 镜面 反面 甜 阵 之 积 ,因而 ， 
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正 交 变换 可 以 分 解 为 若干 个 镜面 反射 变换 之 积 . 
(请 读者 自 证 ) 


八 、 厄 米 特 ( 对 称 ) 变 换 ( 和 矩阵 ) 求 实 反 对 称 阵 
的 正 交 相 似 标准 形 及 其 过 渡 阵 的 方法 


1. 定义 设 p 是 内 积 空间 V 的 线性 变换 ,Y a.BEV 的 
有 (go ,PB) 二 (a,p(P)), 称 9 为 V 的 自 共 思 变换 . 当 V 是 西 
空间 时 ,yp 称 为 厄 米 特 变换 . 当 Y 为 欧 氏 空间 时 ,p 称 为 对 称 
变换 . 
义 YV a,BEV, 均 有 (plo), 让) 一 (Ca, 一 p(BR)) 称 2 为 内 积 
空间 V 的 一 个 反 自 共 罗 e 变 换 . 这 时 , 当 V 是 西 空间 时 , 称 9 为 
反 厄 米 特 变 换 . 当 V 为 欧 氏 空间 时 , 称 为 反对 称 变换 . 
2. 性 质 
(1) 厄 米 特 ( 对 称 ) 变 换 , 反 厄 米 特 ( 反 对 称 ) 变 换 均 是 规范 
变换 ,因此 它们 具有 规范 变换 的 一 般 性 质 ， z 
(2) (Qn 维 西 空间 ( 欧 氏 空间 ) 的 线性 变换 gp 是 厄 米 特 ( 对 
称 ) 变 换 的 充 要 条 件 是 p 在 V 的 标准 正 交 基 底下 的 矩阵 是 厄 
米 特 矩 阵 ( 对 称 阵 )4 即 A==A'(h4=4') 
同样 ,线性 变换 是 反 厄 米 特 变换 (反对 称 ) 的 充 要 条 件 
是 gp 在 V 的 标准 正 交 基 下 的 矩阵 是 反 厄 米 特 阵 4( 反 对 称 
阵 ), 即 A=—A' (A=—A) / z : 
(3)4 是 厄 米 特 阵 (对 称 阵 )? 的 充 要 条 件 是 存在 酉 阵 ( 正 交 
阵 )Q ,使 QAQ(Q 4Q) 是 实 对 角形 矩阵 .〈 证 略 ) 
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(4)p 是 厄 米 特 ( 对 称 ) 变 换 的 充 要 条 件 是 pg 有 个 两 两 

正 交 的 单位 向 量 是 特征 向 量 并 且 特 征 值 均 是 实数 
证 明 设 6,e,…,e, 为 V 的 标准 正 交 基 
p(elyez °° Es)— (ei,€2.° ,6 ) 4 


A 


_ 1, 
存在 西 阵 ( 正 交 阵 )Q, 使 Q 4Q= 


和 ,二 1,2,… 11) 为 A 的 特征 值 . z 
今 (7 1 一 (人 El :14 
| / A 


则 gO7 2 ) C2 1,) 


z A, 
p77) = NN 
反之 亦 真 : z 
” “(5) 设 pg 是 1 维 欧 氏 空间 V 的 对 称 变换 , 若 Y aEV, 均 有 
(gla) ,a) 之 0, 称 9 是 非 负 的 (或 半 正 定 的 ) 
若 Y aEV，a 关 0, 均 有 (yla) ,a)>>0, 称 9 是 正定 的 . 
证 明 对 称 变换 gp 是 非 负 的 充 要 条 件 是 2 的 特征 值 均 非 负 
证 明 设 wa) 一 Ma， cx 天 0 
一 -~(0O(a),a) 一 (Maa) 一 4A(aya) 过 0 
| (a,o 盖 0, 必 有 之 0. 
一 一 9 是 对 称 变换 , 则 存在 V 的 标准 正 交 基 e ,ez,…， 
、&， 使 : 
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P(E so 和 So », €,) 一 一 (Ei ， Eo 时 “oe , €,) 


妇 有 PE; ) =- -NE€; +? i sits 人 ;之 0 
V EV se Dh e 
关 Tt A . 
有 (CO ,oO 一 2 kple), 2 kie,) 


De Dhe) = 一 > 


对称 恋 换 癌 是 正定 的 充 要 条 件 是 p 在 V 的 标准 正 交 


基 下 的 矩阵 是 正定 的 


证 明 设 y 的 标准 正 交 基 se:e 


PSI 9 蕊 29 ,6 ) = 《2 ED ,EA.aEV, 


i ki 
a= Zk, ej 一 《El ,8 »€,) 
i=1 
- 有 
| k， 
pla) = (e126) A : , (Pa) ,0) = (Rk, 
k z 
Ri 
a¥0<@—>1 : |0 
k, 


9 正定 < 一 > (pla) ,a)>0<> (kl 
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Ai 


* ,k,.) A 


k, 


,k,)AI :| 正定 


< 一 -之 4 正定 

(7) 反 厄 米 特 ( 反 对 称 ) 和 矩阵 4 的 特征 根 是 零 或 纯 虚 数 且 
若 Ai(a+BD)=6biCatB), a,BER'. AER™",A=—A, 
bs0， a 十 Bi 了 0; 则 (a,B8)=0， |al==1B|, 目 当 |a 十 Bi|=1 


1 
时 ,|a| 一 一 一 
J V2 / 
证 明 设 An=p，TATY = 二 AY 
7 .47 一 7 (一 水 )7 一 一 ?本 7 一 一 0477 7 一 一 入 77 了 7 


又 了 4 了 MI 一 77 
有 A77 一 一 1 人 1171， (MA 十 和 77 二 0 
.也 7 天 0， (7 天 0) 必 ) 十 1 一 0 
即 4 一 0 或 4 是 纯 虚 数 : 
A,(a)=—6p 


Ail(a+Bi)=bila 十 Bi) 有 | ,LCa,p) 


4 如 8 一 bx， 
是 A, 的 不 变 子 空间 4 (a, Aia)=— (Aia,a) ， (4 ,一 —A,) 


(a,Aia)=0 
(a ,4ia) 一 (aa 一 DO) 一 一 Da 站 0) 一 0 
天 0， 必 (a,D) 一 0, 即 wxw 上 |A. 
又 0=(0,4ia) 十 (ca AB)= (8, 一 08) 十 (w， ba) 
——b(B,P) tbla,a) bla al:— |p|’) 
b 了 0， 必 有 |al 一 181? 二 0, 妓 得 lal= 18| 
jc 十 Bi 一 | tlAl 2le 二 


故 “lel 一 - 广 


(8) 设 反对 称 矩 阵 A( 实 的 ) 的 特征 根 为 0,…,0, 土 bi， 
…, 士 bi, 则 4 的 正 交 相似 标准 形 为 
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证 明 由 规范 变换 (矩阵 ?的 性 质 10 而 得 
下 面 通过 例子 说 明 求 实 反 对 称 阵 的 正 交 相 似 标准 型 及 其 过 渡 
阵 的 方法 : 

例 18 设 实 反对 称 阵 


0 2 1 
A=|—2 0 3 
-1 —3 0 


求 4 的 正 交 相似 标准 型 及 其 过 渡 正 交 阵 . 
解 计算 出 4 的 特征 值 是 0;V 147; 一 V14i. 
则 4 的 正 交 相似 标准 形 是 


0 0 0 
0 0 Vi4l=F 
0 Vi4 0 


下 面 求 正 交 阵 P, 使 P14AP 一 F 
任国 且 于 下 全 0 人 9 全 下 于 宣 间 Y。 的 标准 正 交 


3 1 2 
革 ' 这 时 是 :vi， pr yr 


包 求 出 4 的 属于 特征 值 V 14 的 特征 值 空 :a Vi 的 
标准 正 交 基 . z 
这 里 是 :B= 二 ww 十 vi， oo 
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w= ,3 = ,= 2Y14 0 3V14 
V364 W364 M36 V364 M364 


加 计算 出 :8 一 全 和 


8 一 -一 (0 
方 二 WT 
L(V) 二 L(B.,B,) 是 4 的 二 维 不 变 子 空间 . 
由 以 a,PBi,B; 为 列 向 量 的 矩阵 已 即 为 所 求 . 


3 3 _2VHMI 
13 
Vi 


1 
P=| 一 一 一 0 
| VI4 18 : 
2 2 3 V14 
VI4 Vi82 Vi82 


PiAP=F : / 

例 19 设 A4 是 n 阶 实 和 矩阵 , 则 存在 正 交 阵 Q 和 nn 阶 半 正 
定 阵 S1,52, 使 4 一 QS 一 S2Q 
”证 明 由 命题 2 的 推论 1) 存 在 正 交 阵 Q , 忆 ,使 


A z 
| 。 0O 
A=Q& 。 ， Pp ( 秩 4 
0 
z ， 
， 0 
一 名 记忆 ss P, 一 QoS 
人 
QO 


0 
这 里 包 一 已 也 是 正 交 阵 sO 
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P, 是 半 正 定 的 ,同样 亦 可 


Ai . 
* 0 
A= QQ, | L ) Qi QIP=SQ 


0 _0 
这 里 $: 是 半 正 定 阵 ,Q=QP， 
例 20 设 4 是 规范 阵 , 证 明 
(DA 是 厄 米 特 和 矩阵 二-> 4 的 特征 根 都 是 实数 . 
所 A 是 酉 阵 寺 -> 4 的 特征 根 的 模 是 1. 
@A4 是 非 奇异 阵 和 所 一 4 的 特征 根 都 不 是 0 
4 是 究 等 阵 二 > A 的 特征 根 只 有 1 或 0 
车 4 又 是 舌 等 阵 , 则 4 是 厄 米 特 阵 . 
证 明 人 @ 一 = 一 请 读者 自 证 
一 一 4 有 谱 分 解 A 二 XP 十 … 十 4 
一 五 ,十 … 十 五， 
一 力 忆 十 … 十 入 P， 
其 余 请 读者 自 证 .注意 利用 规范 阵 的 谱 分 解 性 质 .. 
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”第 十 章 “ 双 线性 函数 


双 线性 函数 与 内 积 空间 ,二 次 型 有 着 密切 的 关系 , 它 的 进 
一 步 的 发 展 , 则 是 三 重 线性 型 ,多重 线性 型 ,在 数学 .物理 , 工 
程 科学 等 许多 领域 中 有 用 ， 


定义 设 V 是 数 域 P 上 的 一 个 线性 空 Ss 间 ,f 是 V 到 PP 的 一 
映射 ,车 满足” : 

(1)f (at+pB)= (a) fpB) 

(2)f (ka)= kf (a) 

这 里 a,B 是 V 中 任意 向 量 ,是 P 中 任意 数 , 则 称 为 V 
上 的 一 个 线性 函数 , 亦 即 f 是 P 上 绕 性 至 间 V 到 空间 PP 的 
线性 映射. 

例 1 设 o=(ai,as,…,an)EP” 则 


Fo= Da 是 P 到 了 P 的 一 个 线性 函数 
例 2 设 A 二 (a;;) EP 则 


f(A)=trA= 2 是 Pox" 到 已 的 一 个 线性 函数 、 

设 是 空 = 间 交 到 书 的 -- 个 线性 函数 . oa,a,,…,o, 是 V 
的 一 组 基底 , f(a) 二 ai, 对 于 V 中 任意 和 何 量 xy, 有 一 Rial 十 
Raz 十 … 十 Aa， 则 f(a)=h f(a) tthf (0) = ka tt 
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十 aw 即 是 可 由 V 的 基 的 象 确定 . 

有 反之, 设 ai,as，,…,a, 是 P 中 任意 个 确定 的 数 , 而 w， 
Gs 是 V 中 的 关 席 . 则 对 V 中 任意 向 量 a 

4 一 Ara0 十 Ra 十 十 久 a， 今 


Fw 一 > ua 是 V 到 P 的 一 个 线性 函数 . 


即 是 ,nn 维 线性 空 ss 由 V 的 一 组 基底 攻 wa 及 PP 中 任意 
n 个 数 a1.as，,… a, 可 以 唯一 确定 VV 到 P 的 一 个 线性 明 数 了， 
使 f (a;) 一 ai 
例 3 设 六 是 数 域 P 上 3 维 线性 空 s 辣 ， si ,syes 是 Y 的 
一 组 基底 ,了 是 Y 上 的 一 个 线性 函数 ,已 知 Fe 十 e) 一 1， 
1 厂 e 一 2e) 一 一 1， je 十 se) 一 一 3，aEG7， 
ax 一 181 十 zzEz 十 sea， 求 f (a) : 
Fe) 十 Je) 一 1 [7 — 4 
解 4 je) 一 2f(e) 二 一] 求 得 f(e) 一 一 7 
[es fle) 一 一 3 [yey 一 一 3 
则 f(a)= ri 十 ZE 十 as) 一 47Z1 一 7To 一 3z3 
例 4 VA 及 ee,e,e 如 上 题 , 求 线性 函数 六 
使 fle 二 es) 二 f(e~2e)=0, Je 十 6) 一 1， 
人 fles) 一 0 [2 一。 
解 ” 由 i f(a) 一 2f(es) 一 0 得 ; f(s,)==1 
| js) 十 je) =1 [jewy_o 
网 Ya=(xe 二 x2és 二 rE) EV 
f(a) 二 zs;f(e;) 二 x;, 为 所 求 . 


二 、 对 俩 空间 


设 V 是 数 域 P 上 一 个 2 维 线性 空间 ,L(V,P) 表 示 V 上 全 休 
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线性 函数 的 集合 . 在 L(V ,P) 中 ,定义 加 法 及 数 乘 运算 . 
V f,gEL(V,P)，a,BEV，k,a,b,EP， 有 
(f+g)(o)= fatga); ka)=k(f (a)). 
可 以 验证 ;(f 十 g) (hatB)==k(f 十 g)(a)+t(f+g) (8) 
(kf) agtbB)=al(kf) a) tokF) CP) 
则 ff 十 g，f 均 属 于 L(V ,P). 
还 可 以 证 明 :L(V,P) 对 于 规定 的 加 法 及 数 乘 做 成 P 上 
的 线性 空间 , 称 为 V 的 对 偶 空 间 ( 或 共 轿 空间 ), 记 为 YV*， 
V*=L(V,P)=Homp(V,P) 
z 设 syee,…ves 是 V 的 一 组 基底 ， 
| 11 Gi=)) 
® fn opp 
可 以 证 明 :f; 是 V 上 的 线性 函数 . z 
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VY wa 一 人 ,ziei， f(a)= x; 
“我 们 将 证 明 : 刻 ,f,…,f. 是 V' 的 一 组 基底 . z 
首先 , 行 有 AI 广 十 妈 2 轧 十 … 十 有 7 一 0， (V” 中 委 因数 ) 
两 端 作用 于 se 得 ;k= 二 0,7 一 1,2,3 2 好 ,fo,… ,ff 
在 已 上 线性 无 关 . 四 
其 次 ,对 于 "中 任意 线性 函数 g, 有 了 中 任意 癌 量 a， 
aa 一 6 十 zz 十 … 十 ze ， 则 
pg(a) 一 ZIg(CEI) 十 zzg(0sz) 十 … 十 Tog(en) 
=fi(o ge)+ f(a ge) tt f(a) gle,) 
~—g(e) fi(o) tg(e) fa t+ ge ) f(a) 
~—[Cg(e)fT+e(e) fst 二 ele,)f,) (a) 
故 g==g(e)fi+gle) fst++tg(e,)f, 
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因此 ,i,f2,… ,是 V* 的 一 组 基底 ， 称 此 基底 为 V 的 
基底 e ,ez,…,e 的 对 偶 基 ,显然 了 "的 维 数 等 于 Y 的 维 数 ， 
” ”下面 看 一 下 ,V 的 两 组 基 的 对 偶 基 之 间 的 关系 . 
设 V 的 两 组 基 8&4,62,… ,6 与 四 ,加 ,… ,7 的 对 偶 基 分 ， 
别 为 万， 广 ， 与 E19 829 Cr 由 基 El to" Een 到 基 1 ， 
7,，,… ,7, 的 过 渡 阵 为 4, 我 们 看 ,由 对 偶 基 所 ,fi,… ,ff 到 
g1,82，"… ,gs 的 过 渡 阵 B 是 什么 样 的 . 
(7 7) 一 (ee)4， A=(a;), 
(gr ga) (fi, fos ,fa)B, B=(b) 
gi 9) = bufit bs fot "tbsf,) ayer asest ta, 
6 ) 
加 ] (i= j) 
7 lo G7) 
(Cp 的 对 偶 基 ) ,7 一 1,2，…… ,nn. 
综合 得 到 :B'A==E, 故 B 二 (47!》 
空 个 元 素 a, 可 以 定义 V' 一 一 P 的 一 个 线性 
函数 a'*，a'*(f)=f(a), fE€EV'. : 
可 以 证 明 , 映 射 ea" “是 V 到 V ”的 一 个 同 构 映 
射 .事实 上 ,对 于 任意 地 JE 
oPEV, platp)A CatpB) "(fFf)=f (atp) 
=f(o)+f (BP) =a * (f) +P: 
(fy / 
=—(a’**+pB’'*)(f) 
邦 (Cat pp) " "十 B*“* , 辣 理 (ka)** 二 ka 
因此 ， V 与 了 是 囊 为 线性 函 教 空 | 司 的 ， 这 正 是 对 偶 的 意 


思 ， 


=— ba1; 二 bzia2; 二 briasj 十 后 十 puaaw 一 0 
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例 5 设 s,sz,ss 是 线性 空间 V 的 一 组 基 , 方 , 户 , 访 是 写 
的 对 侦 基 . % 王 一 se， az 一 恒 十 ee 十 ee， 一 人 十 ss, 试 证 o， 
aza,as 是 V 的 一 组 基 ,并 求 它 的 对 偶 基 ( 用 fi1,f2,fs 表示 ) 

解 (al ,aryas) 一 (elyezyes)4 


i 1 0 
A 一 | 0 1 1 是 非 退 化 的 , 故 
-1 1 1 


Ql CQ2z，0Q3 是 V 的 一 组 基 , 它 的 对 偶 基 为 
(gi ,p283) = (ff) ,fo f3) A) 


0 1 —1) 
(4 一 1 一 | 2 
一 角 1 一 上 


例 6 设 V 是 一 个 线性 空间 , 刻 ,fo,…, 记 是 V* 中 非 零 
向 量 . 试 证 ,存在 a€V ,使 fi(@) 关 0，i=1,2, on 
证 明 的 核 Kerf; 是 V 的 真子 空间 . 


则 存在 aeEV, 使 aEKerf;， 即 f(z#0. 
人 例 7 设 a,a,… ,a 是 线性 空间 V 中 的 非 零 向 量 ,证 明 
有 JEY” ;使 (a)A0,， ti 一 12， Ss 
证 明 令 M={glg(0)==0}，i=1,2,."…,s. 
”可 以 证 明 M; 是 V* 的 真子 空间 . 
则 存在 fEV' ,使 Ae Mi. 所 以 f(a) 关 0. 
例 8 YY 一 PKCzr]s ,对 p(T)=cot ortesr EV, 
定义 fi(p(z))= | pz)d (7) | 
| fp(7x))= [pndlz), 
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PCoCz))= 全 pz) dr). 
试 证 万 , 户 , 户 都 是 Y 上 的 线性 函数 ,并 找 出 V 的 一 组 
pi (x) ,pz (x) ,pa (x) ,使 广 ， 矿 ,fs 是 它 的 对 偶 基 . 

解 ” 验 证 族 ,f;,f; 是 V 上 的 线性 函数 ， 


J" 1 十 工 一 就 2 


| p(T) = 一 下 十 广 于 


zzZ) 一 于 ~ + 


例 9 设 V 是 一 个 维 欧 氏 空 js 间 , 它 的 内 积 为 (a,pB) ,对 
VV 中 确定 的 向 量 a, 定 义 V 上 一 个 函数 a a* (Bp)= (a 
PB) ,1) 证 明 a* 是 VV 上 的 线性 函数 ;(2) 证 明 V 到 V' 的 映射 a 
一 =a* 是 V 到 V' 的 一 个 同 构 映射 ,( 在 这 个 同 构 下 , 欧 氏 空 
间 可 看 成 自身 的 对 侦 
空间 ) 

证 明 (1)a* (六 十 Po) 一 (ca， P 十 p)= (a， pi)+ (a, B:) 

—@ * (Bp,)+a* (B,) 

a* (kB)= (a,kB)=k(a, Pi)= ka’ (BI) 

(2)Y YEV. (at+p)* (7)= (at+p, 7)= (a,7) 二 (8, 7) 

~a* (7) 十 BC) 一 (ce +B’ )(7) 

故 (a 十 让 *= 二 a* 十 8” 同 理 (ka)* = 二 ka*. 
-又 大 a"= 二 pp*， a"—pb’"=(a—p)*=0, VYEV 
均 有 (a 一 8)* (7) 二 (a 一 8,7) 二 0， 必 有 a 一 8 一 0 

故 a 一 B, 因 此 是 一 个 同 构 映 射 . 
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例 10 设 ? 是 已 上 ，” 维 线性 空 间 的 一 个 线性 变换 . 

(1) 证 明 :对 VY 上 的 线性 函数 f,fp 仍 是 V 上 的 线性 函数 

(2) 定 义 V' 到 目 身 的 映射 9 为 /一 一 fp, 证 明 g* 是 V* 
上 的 线性 映射 . , 

(3) 设 ss，…e 是 V 的 一 组 基 , 刻 ,fs,… ,是 它 的 对 
偶 基 . 并 设 9 在 基 6 ,…,e, 下 的 矩阵 为 4, 证明: 在 及,… 
所 下 的 窍 阵 为 4 .2 称 做 ?的 转 置 映射 

证 明 (1)V a,BEV,， 

fplat+B)= fC90) + pp) fpa) + fp(B) 

fp(k Ca) =f (kg(a)) = kfp(a) 

故 ” 扫 是 V 上 的 一 个 线性 函数 

(2)Y f ,gE€EV', a€EV, 

9 (f+e) (ao)=(f+g)p(o)= folo) + gpla) = (fpt gp) (a) 

故 9 (f+Tg)=Jptep=9° (六 十 (g) 

同 理 9* (1)=kp’ (f) 

故 "是 V' 上 的 一 个 线性 函数 . 

(3) 设 aEV，a== Dx 
op (fi)(a)= foret rte re,) 

= fiCrple) rpe) 二 二 x P(e, )) 
= Xian 二 x 二 "二 Ta 
[aufitawfzst danf Ga) 
= {anfitaisfst" "十 ar7 (Tet xrest 十 zsE;) 
QT 二 dizT2 二 二 Qn 
故 9 六 一方 9 一 a 访 十 azj 十 、 … 十 ainj 
同 理 9 ff; 二 fq=anfi+anfst 二 anf, 
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综合 得 到 :Pr (fiyfo f= Cfisfarsf)A 
“ 例 11 设 V 是 上 一 个 线性 空 s 间 ， fe 人 了 
上 个 线性 函数 
(1) 证 明 下 列 集 合 太 ={eEV (ao) 一 0 一 1 2 ,k) 
是 V 的 一 个 子 空间 ,W 称 为 线性 函数 万 , 户 ,…, 庆 的 零 
化 子 空间 . 
(2) 证 明 :V 的 任 一 子 空 z 问 区 为 革 此 线性 本数 的 和 化 了 
间 ， 
证 明 (DY a,pEw 
filat+P)=fi(W+f(P)=0, at+hEW 
同 理 ka€EW, 故 W 是 V 的 于 空间 : 
(2)V 的 任意 子 空 s 则 ] Wi=L(a,Q, ,07 ) 
Ql CQ2， ”CQ7 线性 无 关 ， 将 其 扩展 成 Y 的 天 C4yQ2， 
其 对 偶 基 ggz，…， gw 
则 Wi 是 givg +29°"" ?Bn 的 零 化 子 空 = 间 
三 、 双 线性 函数 
定义 1 设 V 是 数 域 P 上 的 线性 空 s 间 ， f 是 VXV 到 PP 的 映 
射 : 若 对 于 任意 的 V 中 的 元 系 w， oo 及 ， pp 及 尸 中 的 数 
ki, 上 ks, 均 有 : 
(1)f (a, k i1P1+k2B:)= kf (a, B)+hf a, Bo) 
(2)f (ka thRoas ,PB)=hk ff Ca, PB) f(a,p) 
称 f(a,P) 是 V 上 的 一 个 双 线 性 函数 . / 
欧 氏 空间 中 的 内 积 就 是 该 空间 上 的 一 个 双 线 性 函数 . 
”线性 空间 V 上 的 一 个 双 线性 函数 f(a,8), 当 固定 一 个 向 
量 a( 或 有) 不 变 时 ,可 以 给 出 一 个 线性 函数 . 
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另 一 方面 ,Y 上 的 两 个 线性 函数 A 与 户 , 可 以 造 出 一 个 
V 上 的 双 线 性 函数 f(a,8) 二 (a)f2(8) 

证 明 f(a,kiBi+hkspBa)= f(a)f(k bithBe) . 

~— fiCa) Ck faCB1)+ ka fa (PBs) 
—k fa) fpPB) + kf (a) fp,) 
=kif (a,PBi)+ ka] Ga, pz) 

同 理 ， Ca 十 kaaz, 8) 一 局 7a 8) 十 lf) 

定义 2 设 f(a,8) 是 线性 空间 V 上 的 一 个 双 线 性 函数 ， 
el1,6&2，,…,E, 是 V 的 一 组 基底 , 令 f(s,s)) 二 aj; 则 称 1 阶 方 阵 
有 4 
= (4). 为 双 线 性 函数 Fa,p) 在 基底 6 6 人 下 的 度量 生 
阵 . 

命题 1 线性 空 = V 上 的 双 线性 函数 空间 与 方 阵 空间 
Prexa 
同 构 . 

证 明 取 定 V 的 基底 & ,es,*… ,6 

令 双 线 性 函数 f(a,P) 一 一 A 一 (f(s,s))). 则 此 对 应 
是 V 上 双 线 性 函数 集合 到 P"”** 上 的 一 一 对 应 : 
任 取 BEP™”*, a,BEV : z 
a 二 6 十 X62 十 十 TEn， PB 二 Yy161 十 ys62 十 十 yi 
1 
; | 是 VV 上 的 一 个 双 线 性 孙 


Vn 


则 g(a,p)= (ziyza ,7a)B 


” 数 ,并 且 若 有 
1 -一 一 4， 5 一 一 也， 
当 4 一 互 时， f(a,P) 一 g(a,pB) 
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令 (f+g) (a,B)=f(a,P)+g(a.B) 
(kf a,B)= RLF Ca,B)) 
可 以 验证 两 个 双 线性 函数 的 和 及 数 汪 双 线性 函数 仍 是 
双 线 性 函数 . 
(fie) askBithkBs)= fa, kBitkB) + ga, kp 
ap) 
=k fla,B) tkf Ca,B) thg (ab) + kg lo, B,) 
~—k(f+g)(a,B)+hk fie) a,pBa) 
同 理 (f 十 g) (ka 二 Rsas,p) : 
~—k(fig) Ca,PB)+R fig) os,p) 
故 (f 十 g)(a,B) 是 V 上 的 双 线 性 函数 . 
同 理 (& 有) (a,B) 亦 是 V 上 的 双 线 性 函数 . 
并 目 , (Cf 二 g) (ee)=—=f(e,e)) ge;,e)). 
fi+e—— A+tB, 
kf————kA. 
因此 , 双 线 性 函数 空间 与 方 阵 空间 同 构 . 
op 命题 2 n 维 线性 空间 Y 上 的 同一 个 双 线 性 函数 站 (a,8B) 
在 V 的 不 同 的 基底 下 的 和 矩 阵 是 合同 的 . 
z 证 明 f(a,B) 在 V 的 基 订 6&1 ,ep,*…，, 及 D0 下 
的 度量 矩阵 分 别 为 4,B. 
(7 72 0) (1 ,62 ,En)C 
Qw 一 (8 EX = WN, XI 
B= (es ,EY = (N.Y, 
X=CX|I,Y=—=CY, / 
fla,B)=X'AY= CX) ACY!= XC ACY' 
fla,B) 二 X'JBY, 故 B= 二 CAC 
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这 样 ,者 是 矩阵 C 与 刀 合 同 , 则 存在 一 个 双 线 性 函数 
f(a;B) 及 V 的 两 组 基底 ,使 得 Fa,p8) 在 这 两 组 基底 下 的 所 
阵 分 别 为 C 与 D. 

定义 3 设 fla,B) 是 线性 空间 V 上 的 一 个 双 线 性 函数 ， 
如 果 对 于 任意 的 BEV ,从 f(a,B)= 0 可 推出 a 二 0, 则 称 了 是 
非 退 
化 的 . 

定义 4 设 Fu,p8) 是 线性 空间 Y 上 的 一 个 双 线性 函数 ， 
今 Ker f={alf(a,8)=0 ， Vv PE VI 称 Ker 了 为 f(,B) 的 
核 . 

命题 3 双 线性 函数 fa, 8) 是 非 退化 的 充 要 条 件 是 它 
的 度量 阵 是 非 退 化 的 . 
证 明 设 f(a， p) 在 基底 sl,s es 下 的 度量 阵 为 4， 
a—(€1s€629°" 6X, 8B=- (se 和 yyE) 了 YY， fla,p)=X! 
AY. : | / | 
若是 fa,8)=X'47=0， 对 于 任意 地 BEV 均 成 立 ， 
即 对 于 任意 地 Y 了 均 有 XAY==0, 必 有 XX'A 二 0,A'X=0 只 有 
零 解 的 充分 必要 条 件 是 4 是 非 退 化 的 . 
推论 V aEV, 由 f(a,p)==0 可 推出 p= 0, 则 了 是 非 退 
化 的 . 

命题 4 ” 双 线 性 函数 jc,p8) 是 非 退 化 的 充 要 条 件 是 

Ker f 是 V 的 零 子 空间 . / 

证 明 关 Ker f 关 {0} 存 在 a 关 0, a€ Ker f/f， 即 Y BE 
y, : 
f(a,pB)= 一 0， 则 /ca,p8) 是 退化 的 ,矛盾 . 

例 12 设 AEP”"* 定 义 可知 上 一 个 二 元 函数 ， 
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丰 ( 和 ,了 ) 一 tr(X AY), X,YEP™X" 
(1) 证 明 A(X, 了 ) 是 P"”** 上 的 双 线 性 函数 
(2) 求 f(X,Y) 在 基 En, Es," Es Ez, Ez , Es, 
Em ;Em，"… ,Em 下 的 度量 矩阵 
证 明 (1) 证 略 
a (J]=t) 


(2) (E.,E ) =- 
7 “lo (Cn 


Ci1 bE, ,ab > ,Qn 
ol bE. ,dob »"”” ,Aan 


上 度量 阵 为 


z amE, sawmE,, aE, 
E, 为 n 阶 单位 矩阵 . 
例 13 在 P 让 证 久 一个 双 线 性 f(X, Y), 对 于 


X= (zi ,Xs > T3 TX4)， 一 -yi ,3y2? 33，374)， 
jo 

(1) 给 定 P' 的 一 组 基 | 
ei=(1,—2,—1,0), es 一 (1 一 1,1,0) 
引 :一 (一 1,2,1,1)， e 4=- (一 1 一 1,0,1) 

求 (X,Y) 在 这 组 基 下 的 度量 阵 . 

(2) 男 取 一 组 基 

z 1 l 1 l 

z 1 1] 一 1】 一 ! 

(7 ,7 7574) 一 (88 ，E3，E4) ] 1 1 1 


1] 一 上 一 } 1 
求 f(X,Y 了 ) 在 ,7,,7;,74 下 的 度量 阵 . 
“ 解 4) 
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4 一 
0 11 1 14 
15 4—15 一 2j 
(2) | : 
—6 46 8 24 
—18 26 16 —72 
B=T'AT= : 


—2 —38 0 0 
—6 86 0 0 


四 、 对 称 ( 有 反对 称 ) 双 线性 函数 


定义 1 设 f(a， 8) 是 线性 空 zs 间 V 上 的 一 个 双 线 性 函数 , 若 对 
于 V 中 任意 向 量 a,8 均 有 : 
fla,B)=f Ba), (fla,8)=—f(8, a)) 称 fo, 8B) 为 
对 称 ( 反 对 称 ) 双 线性 函数 . 
命题 1 数 域 P 上 1 维 线性 空间 V 上 的 双 线 性 函数 
f(a,B) 是 对 称 ( 反 对 称 ) 双 线性 函数 的 充分 必要 条 件 是 
在 V 的 任意 一 和 
证 明 任 取 .Y 的 一 组 基底 氏 £6 ,829*° z z z 
a= (€1,€2,°°° ,&,)X， p= (8, €2°°* 6)Y, fess) a A= 
(ai ) 
则 fla,B)=f(B,a) <—>X' AY=—Y' AX<—> ee) 
=~f(e,8) > aai > A=A | 
同 样 ,f(a,B)=—f(B,a) < 二 > fe,e)=—f(e,,e) 
X'AY=—Y'AX >Y' AX=—Y AX<>A=- -A 
命题 2 设 V 是 数 域 P 皮 维 线 性 空间 ， 1 六 是 7 工 
。329 。 


对 称 双 线性 函数 , 则 存在 V 的 基底 6 ,es，,…,s, 使 f(a,B) 在 
这 组 基 下 的 度量 阵 是 对 角 阵 . 四 

证 明 取 Y 的 一 组 基 厅 ai ,az，…,an. 

f(a,P) 在 此 基 下 的 度量 阵 4 是 对 称 阵 ， 

存在 非 退 化 阶 阵 C, 使 C'AC 为 对 角 阵 . 

则 基底 (eyez，…,s) 一 (aaz，…a)C 为 所 求 . 
命题 3 设 f(a,B) 是 n 维 线 性 空间 V 上 的 反对 称 线性 
函数 , 则 存在 了 的 基 ae,…ve 使 (a,B) 在 此 基 下 的 度量 
阵 为 


证 明 取 V 的 基 maz,……，an， : / 
Fa,p) 在 此 基 下 的 度量 阵 为 4， 4' 二 一 A. 则 存在 非 退 化 阵 
5S, 使 S'AS 一 G. / 

故 (€1,€29°°° 5€4)— (a 0 a) 为 所 求 . / 

推论 1 设 f(a,8) 是 复数 域 上 1 维 线 性 空间 V 上 对 称 
双 线 性 函数 , 则 存在 V 的 基底 6 ,eo，,… ,使 


a= (8 yEo El)A， B= (elyez，…，6)7 


fla, PB)= 2 xiys, 7 一 秩 (f(e;,e;)) 
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推论 2 设 f(a,P) 是 实数 域 上 + 维 线性 空间 V 的 对 称 
双 线 性 函数 , 则 存在 V 的 基底 6&1 ,e,…,s 使 对 于 Y 中 任意 向 
量 . / z z 

4 一 niei， AN 一 2 ye 均 有 

ja, 有) 一 DO 十 十 Zooyp 一 Zoo 一 一 rr 
+ 是 f(a,P) 在 此 基 下 度量 阵 的 秩 ,p 是 正 惯性 指标 ,r 一 p 是 
负 惯 性 指标 ,2p 一 r 是 符号 差 . 

命题 4 设 f(a,B) 是 数 域 P 上 维 线性 空间 V 上 的 双 
线性 函数 , 则 f(a,8) 可 以 唯一 的 分 解 为 VY 上 的 一 个 对 称 双 线 
性 函数 与 一 个 反对 称 双 线性 通 数 之 和 . 

证 明 取 V 的 基底 eye,…'e f(a,P) 在 此 基 下 的 度 


量 阵 为 4 
则 4 可 唯一 分 解 为 对 称 降 S 与 反对 称 阵 K 之 和 . 
S= 六 (4 十 4 )， = 六 (4 一 4)， A=S+K. 


5 的 原 象 ,pCa,B) 一 方 /Ca,B) 十 去 CB,q) 是 对 称 双 线性 
K 的 原 象 ,g(c,p) 一 名 (awh) 一 吝 1(B,0) 是 反对 称 双 线 
性 函数 . 
并 且 fl(a,p)= plas B+ g(a,p). 
”定义 2 线性 空间 V 上 双 线 性 函数 f(a,B) 当 a=B 
时 ,导出 一 个 二 次 齐 式 函数 faa)， 
不 同 的 双 线 性 函数 可 能 导出 同一 个 二 次 齐 式 函 数 ， 
例如 , 设 两 个 双 线 性 函数 jc,p8),g(Ca,p8) 在 基 展 st,ez， 
… ,é, 下 的 度量 阵 为 4 与 B. 
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A#B, 但 可 a 二 ay=b; 十 bb; 
例如 ,f(a,B) 与 g(a,B) 是 3 维 空间 VV 上 的 双 线性 函数 ， 
在 基 奔 &) ,szyss 下 的 度量 阵 分 别 为 


2 1 1 2 2 一 ! 
A=| 一 3 1 一 2| 及 B=| 一 4 1 2? 
—2 1L 一 ] 0 一 3 一 1 


A¥B, (ap8) 关 ge 8) ,但 f(a, 及 与 g(a,B) 导 出 的 二 次 
齐 式 (二 次 型 ) 是 同一 个 . 
一 个 对 称 双 线性 函数 只 能 导出 一 个 二 次 型 . : 
对 称 双 线性 函数 空间 与 对 称 阵 军 间 同 稳 , 后 后 者 又 与 二 次 
型 空间 同 构 . : 
/ 定义 3 实 线 性 空 s 间 上 的 双 线 性 函数 fla,B) ,导出 的 
” 实 二 次 型 f(a,a), 当 aE€V， a 闫 0 时 ,f(a, a) >0, 
(之 0、 过 0、 志 0) 时, 称 二 次 型 f(a， om) 为 正定 ( 半 正 定 、 负 
定 , 半 负 定 ) 的 . | 
例 14 没 V 是 复数 域 上 线性 空 同 ， 其 维 数 n>2, Fa,D) 
是 V 上 一 个 对 称 双 线性 函数 . 
”“ (1) 证 明 V 中 有 非 零 向 量 ,使 /6,6) 一 0 
(2) 如 果 f(a,B) 是 非 退化 的 , 则 必 有 线性 无 关 的 向 量 &， 
7, 满 足 f(&,D) 二 1， f(€,6)=f(7,7)=0 / 
证 明 (1) 存 在 V 中 向 量 a,B 线性 无 关 . 若 f(a,a) 二 0， 
即 二 =a, 证 完 . 否则 ,Ch 十 P,kc 十 B) 一 (ao 外 十 27 . 
(a,B)E 十 f(B,P) 二 0, 有 解 , 则 6 一 Ac 十 有 为 所 求 


(2) 存 在 V 的 基底 6 ,eo,…,e, 使 对 于 任意 的 a= 和 zs 


B= 2 ys 有 fa,B)= Diy 
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取 £= (sl ,ez 和 6) 0 | ， 
0 

一 

| 1 
n= (€) ,E22,°"° ,E,) 0 
0 


显然 ,5,7 线性 无 关 , (8, 二 1， CE)= 7 人 =0 
例 15 试 证 :线性 空间 VY 上 双 线 性 函数 f(a,B) 为 反对 
称 的 充 要 条 件 是 :对 任意 aeEY ,都 有 aa) 一 0 
证 明 一 >> f(a,a)== 一 f(a,a), 故 f(a,a)= 二 0 
<=—f(at+B,at+p)=f(a,B)+f(P,a)=0 
fla,p)=—f(B,a) | 
定义 4 设 f(la,P) 是 线性 空间 VV 上 对 称 或 反对 称 双 线 
性 函数 ,车 a,BEV ,f(a,B) 二 0, 称 a 与 8 正 交 .车 V 上 定义 
了 一 个 非 退 化 双 线 性 函数 , 则 称 V 为 一 个 双 线 性 度量 空间 . 
命题 5 设 fl(a， B) 是 V 上 对 称 或 反对 称 双 线 性 函数 ， W 
是 V 的 一 个 真子 空间 ,证 明 , 对 于 EEW, 必 有 7EW 二 LL(6)， / 
使 f(7,a) 二 0, 对 所 有 a€EW 均 成 立 . | 
证 明 1) 车 f(a， 8) 是 V 上 对 称 双 线 性 函数 . 限制 在 仿 
f(a,B) 亦 是 W 上 的 对 称 双 线 性 函数 , 则 存在 W 的 一 组 基底 
El] +»€2 … ,En， 使 f(a,B) 在 此 基 下 的 给 阵 是 对 角 阵 ,对 角 线 上 
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元 和 聚 为 
f(se;,&;) ,车 让 W 上 是 非 退 化 的 ， 则 
F 太 (Eye) 产 0， 一 1 2 7. 取 
(el) ee 三 (en) 

~ Fe flere)’ Ce) 

有 7EW 十 L(€), 并 且 对 于 任意 地 a€EW， 
a 一 ke 十 ke 十 … 十 ktmn， 均 有 f(7,a) 二 0. 

若 f(a,B) 限 制 在 W 上 是 退化 时 , 必 有 f(s,em) 一 0, 这 
”时 取 ?7 一 sn 即 可 . 

(2) 若 Fa,8) 是 Y 上 反对 称 双 线性 函数 

当 f(a, 和 6) 限制 在 W 上 是 非 退 化 反对 称 双 线 性 函数 , 存 
在 W 的 一 组 基 6,e-1,e,e-o… ,ei,e-, 使 la,P) 在 此 基 下 的 
度量 阵 为 : 


0 1 
-1 0 
01 
一 1 0, 
一 1 0 
_ /E61) < ) flé€,e 1) fl(é€,e) 
取 ?7 一 (ei ,E-_ (ee et fee)®! Fe ye》 
flé,e 1) 
+ E) 


对 于 三 意 的 a€EW 均 有 f(7,a) 二 0, 当 f(a， "有 限制 在 W 
上 是 退化 时 ， 有 fle,8)=0 

je,e;)—0, j=1,—1,2,—2,.%,t,—t. 

命题 6 设 V 与 f(a,8) 同 命题 5.K 是 V 的 一 个 子 室 
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旧 , 令 KK 一 {a€EV|If(a,P)=0, VV AERK} 

i s 间 ( 称 为 天 的 正 交 补 空间 ) 

(2) 试 证 ,如 果 居 门 Kt+= 二 {10}, 则 V==K 十 K+ 

证 明 (1) 容 易 验证 -+ 是 子 空间 . 

(2) 若 天 门 天 -一 {0), 则 对 称 双 线性 函数 f(a,B) 限 制 在 
玉 上 是 非 退 化 的 . 否则 设 eye，…g 为 KK 的 基 ,f(a,B) 在 此 
” 基 下 的 度量 阵 为 4 ,14,1=0， 齐 次 线性 方程 组 AJX= -0 有 非 
零 解 : 


C7I=| -| ,0#¥7= (e628) C7I EK. 


dy ”7 
Y BEK,. f(B,7)=5B) ALYI=0， 故 YEK- 
此 与 居 们 K+ 一 {40} 矛盾 . 因此 ,Ai 非 退 化 ， 


XV a€V 
ti 
{f(a,e) : 1 
AiX= 1， 有 唯一 解 [7] 二 . 
f(a,éey) : 


t, 
令 ,7 二 (81,E;，,… ,Ey) [7 , 则 有 
fle,a—7)= fe,0)— fle,y)= fe,0)— f(a,e)=0. : 
故 a 一 7EK+, 因 此 ,a=7 十 (a 一 ). 即 是 有 VK 十 K+. 
当 ja ,8) 为 反对 称 双 线性 函数 时 ,类似 的 改 为 ， 
fle ya) 


fe,,a) z 
f(a—7y,e)= — f(t,0a—7)= —[fle,0)— f(y7))=0 
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同样 有 ,a 一 7E K+， oa 一 ?十 Ca 一 人 四， 一 开 十 天 上 . 
例 16 设 je,p) 为 风 维 线性 至 间 Y 上 的 对 称 双 线 性 范 
数 ， 
LVL=({(alap8)=0，VY BEV) ap8) 的 度量 阵 4 的 秩 为 
r. 则 V+ 的 维 数 为 4 一 r, 且 存在 维 数 为 7 的 子 空间 WW. 使 
V=V+i@W 
证 明 取 Y 的 基底 6 ,ep,…,s,， f(a,P) 在 此 基底 下 的 
度量 阵 4 的 秩 为 >，VY aEVi+， BEV， 
=(e,82" 6) oa), B= (ese ,8,) LH) 
则 有 ,f(a,P)==Ca)'ACB) 一 0, 可 得 Ca)' A 一 0 
设 方程 组 ALa) 二 0 的 基础 解 系 :& ,6,,… ,6 
令 二 (E6006)E 711,27. 
则 Vi 二 L971)， 邻 A= (Ca),, Ca,)) 
0i ==-( elyeo ve)Lowi 
故 W=L(a ya ,0,)— Laas ,0,) 
Ql Oy 为 Ql 2°" ,Qn 的 极 大 无 关 部 分 组 . 
有 ,V= 二 V+BW / / 
V a€EVi, YEW, a=hWh 二 hon 十 … 十 kD, 
= 十 kt 十 十 如， | 
flas7) =f ,0) = IACRE + th, .é,,)=0 
z 例 17 设 fla,B) 是 4 维 线性 空间 V 上 非 退 化 对 称 双 线 
性 函数 ,对 V 中 一 个 元 素 a, 定 义 V' 中 一 个 元 素 oa， 
a (PB)=Jf(a,B), BEV. / 
试 证 : (DV 到 VV' 的 上 映射 :a 一 ->a’ 是 一 个 同 构 映射 
(2) 对 V 的 每 组 基 6 ,es,… ,es, 有 VV 的 唯一 的 一 组 基 
cs ce ES， 使 je，6 ) 一 0 
。 336。 


(3) 如 果 V 是 复数 域 上 4 维 线性 空间 , 则 有 一 组 基 7 7， 
使 和 = i 一 1,2,… | 

证 明 (1)a 一 一 a*， pp 

车 有 wo = 人 , 即 Y YEV ,a (7)==p* (7Y) 

fla)=f(B,7), fla—B,7Y)=0 

因 ,f(a,B) 在 V 上 非 退 化 ， 大 a 一 二 0,a 王 B. 即 此 映射 
是 
单 射 . | z 
,FD =fatp,7 = f(a, +fB,7) 
= (7 +P MO=e+B OY) 

故 ,(a 十 8)' = 二 =a’ 十 B' , 同 理 , (ka)* = 二 ka*. 

又 因 VV 与 V' 的 维 数 相同 ,所 以 是 同 构 映 射 . 

(2)V 的 基 夺 6 ,eo，,… ,的 对 偶 基 用 ,f;,…,f,. 因 ,V 与 
ee : 
=e " i 二 1,2,* : 

而 ,fle;,e) )= fe ,一 (el ) ”es) 一 万 Ce) 一 0 

] 《7 一 1) 
lo GD) 

(3) 因 ec,p8) 是 复数 域 上 空间 7 上 的 非 退 化 对 称 双 线 性 
函数 . 则 存在 V 的 一 组 基 六 ,……, 思 使 f(a,B) 的 度量 阵 是 单位 

阵 五 ,存在 六, 7 的 对 偶 基 gj ,gs,…… ,Eg 
故 g; 二 记 , 因 V 与 V' 同 攀 / 
破 7 二 7 ， i 一 1],2,'… ,1 : 
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五 、 伪 欧 氏 空 间 


定义 ” 设 V 是 实 线 性 空间 ,f(a， 8) 是 V 上 非 退 化 对 称 双 线 性 
函数 (可 看 作 “ 内 积 ”), 称 V 为 一 个 伪 欧 氏 空 间 . 
车 有 伪 欧 氏 空间 V 的 一 组 基底 8 ,8 ,… ,&,. 
满足 :f(s,8) 二 1]， i 二 1,2," 
fret 
fers€6)—=0,. kt=l1,2,…,n, kt. 
则 称 此 基 为 伪 欧 氏 空间 V 的 一 组 伪 正 交 基 . : 
如 果 Y 上 的 线性 变换 yg, 使 对 于 任意 的 a,BEV, 均 有 : 
f(gla) ,JB)) 二 f(a,B), 则 称 8 为 V 的 一 个 伪 正 交 变 换 . 
命题 1 4 维 伪 欧 氏 空间 V 的 任 一 组 基底 wm ,ae，…，,a 均 
可 改造 成 为 伪 正 交 基 . 
证明， 非 退 化 对 称 双 线性 函数 f(a， p) 在 基 mvas 
下 的 度量 阵 为 4， 则 存在 非 退 化 阵 C， 使 


E, 

cac=( pa) | 
则 f(a,B) 在 基 (€1 ,ss,… ,Ee,) 二 (a ,a,，,… ,0,)C 下 的 度量 阵 为 
FE。 故 ,eyees 是 六 的 擅 正 交 基 . 

命题 2 ”的 欧 氏 空间 Y 中 的 的 正 交 变换 是 可 逆 的 , 且 
其 道 变换 也 是 仿 正 交 变 换 . 

证 明 因 V 上 上 f(a,8) 是 非 退 化 的 ,所 以 , 若 a 关 0, 存 在 
8, 使 / 
Ja,p) 天 0, 于 是 ,1 ,p(B))= f(a,B)A0, 得 
“(a) 关 0, 即 的 核 是 零 空间, 故 ?是 单 射 , 是 满 射 . 因而 9 全 
可 逆 的 . 
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f(g (a),G (B= GY (0)), pty CO)D]) 
二 f(a,P). 即 yg !' 亦 是 伪 正 交 变换 . 

命题 3” 伪 正 交 变换 的 习 积 仍 是 伪 正 交 变 换 . 

证 明 设 y,y 是 V 的 伪 正 交 变 换 . 

MW,Y a,BEV 
f(gp lo) ,pp PB) = pa) ,GB))= fa,p) 

命题 4” 伪 正 交 变 换 ?把 擅 正 交 基 变 为 伪 正 交 基 , 伪 正 
交 变 换 p 在 伪 正 交 基 下 的 矩阵 了 满足 


Ek 已 
(a) 
一 已 ，， 一 已 。， 


证 明 设 6,e0,…,e, 是 V 的 一 组 伪 正 交 基 . 
济 二 省 少 g 
f(a,8) 在 此 基 下 的 度量 阵 为 ( ” ， 。 


设 plei,82，"… 6) 一 (81,E2，…,E,)T, 因 pgp 是 可 道 的 , 故 
p(si) ,ples)，,… ,le,) 是 V 的 基 . 

由 于 ,J (ge),9(e))= f (8,,e,)) 

因此 ,gle1) ,plez),… ,gls,) 是 V 的 伪 正 交 基 

fa, 有 在 此 基 下 的 度量 阵 为 


("pr 
—E,., 一 已。，， 


证 明 pla)= hu， 
JoCc) ea)) 王 Fana) 一 aa) 

又 Jo(a) ,p(a)) 一 aa)， 故 12 王 1， 4 二 十 1. 

例 18 f(a,P) 是 线性 空间 V 上 对 称 双 线 性 函数 ,f(a， 
8) 限 制 在 子 空 间 天 上 是 非 退 化 的 , 试 证 了 = 天 由 天- 的 充分 必 
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要 条 件 是 
Fa,p8) 在 V 上 非 退 化 的 . 
” ”证明 f(a,B) 限 制 在 KK 上 是 非 退 化 的 ,由 前 节 命 题 6， 
KN Kt= {0} 时 ,VV 一 KK 十 K+, 且 是 V=K 十 K+. 但 ,KK 忆 
(Ki)+, 因 dimK+dimKi=n,KNKt={0}), 故 (K+)+= Kk. 
又 由 前 节 命 题 6,fla,P) 限 制 在 K+ 上 是 非 退化 的 存在 天 的 
基 es，sr 使， 
fla,B) 在 此 基 下 的 度量 阵 A 是 非 退 化 的 ， 

: 同样 存在 K+ 的 基 .141,842，* 办 使 f(a， 人 在 此 基 下 的 
度量 阵 4: 是 非 退 化 的 . 

则 fla,B) 在 V 的 基 SE 
: 量 阵 为 ( 站 

化 的 . : : 

反之 ,Fa,p8) 在 Y 上 是 非 退 化 的 ,Fa,p) 限 制 在 天 上 是 
非 退化 的 ,车 YE 天 门 天上， 四 

”一 (ee)C]， [ER ，6,… ,6 为 KK 的 基 ， 
f(:,P) 关 于 6,… ,&, 的 度量 阵 为 4,， 

则 V PEK ， f(B;7) 一 CBI A407) 二 0, 必 有 [7 一 0， 

即 有 7Y==0, 因 而 有 KK 站 K+ 二 40) 

由 前 节 命 题 6 的 证 明 , 可 知 了 = 天 十 天 二 

例 19 设 f 是 4 维 欧 氏 空间 V 上 的 一 个 线性 函数 , 则 存 
在 向 量 8EV ,使 V <cEY , 均 有 Fa) 一 (cp)， 

证 明 设 V 的 基底 see，…'su。 

B= ze tz Tre 
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全 民 化 的 ,因而 f(a,B8) 在 V 上 是 非 退 


太 e) 一 (6 有) 一 六 (elye) 十 za(el ,62) tr, (ei ,€,) 
oe me (€,,8)) 二 Xe, ys ) 十 … 十 (eye ) 
| ee ,vv ee 

Hom ,Pp)= x (é, ;全 ) 十 Xz (6 ,62) 十 … “Xx, (€, ,8,) 

因 8 ,…,é, 的 度量 阵 非 退化 ， 故 上 面 的 线性 方程 组 有 只 
一 解 . 即 存在 有 对 于 任意 地 w， 

a— ke 二 ke 十 … 十 ke,. 

fla)=kf(e)t hf (Ce) th, fe,) 


f (8) : 2] 

z ) 2) 
(kl, k,,* — (k,l, ,k.)A 区 = (a,b). 

Fe ) Ta 


例 20 设 f(a,B) 是 n 维 欧 氏 空 s 间 V 上 的 一 个 双 线 性 函 
数 , 则 存在 Y 的 线 性 变换 9, 使 ja, B)= (g(a) ,Pp). 

证 明 固定 8, 则 f(a， PB) 是 一 个 线性 函数 , 故 由 上 例 在 

在 YEV ,使 f(a,6)== (a,7). 

令 变 换 yy(B)==7, 则 

fla,PBi)= (a,7)= (a,glB)) 

f(a, Bi)=— (a,7,)= a, (PB,)) 

fa,P tp,)= f(a, BY) + fe, Bs) = (a,7)+ (Ca,7,) 
一 (Qa,7i 十 7,) 

yOPBit+B2) =yB) + YB,) 

同 理 gy(kB)= 二 ky(B), 即 yy 是 线性 变换 , 故 存 在 y 的 共 辊 
变换 y" 一 9, 使 / 
(a,p PB))= (f° (0) ,PB)= (9la), p) 
因此 ,f(a,P)= (gl0), 2) 
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忆 经 避 丫 


1. 试 求 所 有 适合 下 式 的 非 零 复 多 项 式 f(z): 
fA(f(z))==[f(zx)*”、 是 正 整数 
2. 给 定 天 个 非 零 实 系数 多 项 式 Qu (rT), ,am (Tr). 设 它 
们 的 最 大 公 因 式 为 &Cz). 试 证 :对 一 切 ;之 2. 存 在 (2 一 1)2 个 
多 项 式 Qi(Cz)， 2 过 i 人 xn， 1 所) 委 ” 使 得 
CCZ) GCT)…。 Cl 人) 
QT) or) Q(T) 
det| .ss =—d(z) 
Q(T) Q(x) Q,, (7) 
3. 设 A(z) 是 一 个 复 系数 三 次 多 项 式 ,a 与 8 是 两 虚数 . 
a 光 B,B. 已 知 f (0) 一 f(a)， (PB)== 了 OB). 证 明了 f(z) 是 实 系 
数 多 项 式 . / 
4. 设 a,B,7,6 是 实数 .给 出 存在 一 个 次 数 不 超 过 2 的 实 
系数 多 项 式 f(x) 使 得 f( 一 1)=a， 7 一 A 1(3)=7. 
了 (4) 二 6 的 充 要 条 件 . : 


5. 设 m 是 大 于 1 的 正 整 数 . (x)= Dr 是 f(z) 能 整除 


f(r") 十 C 求 常数 CC. : 
6. 设 fi(z) (i=1 ;2,… ,7) 是 次 数 不 超 过 nn 一 2 的 多 项 式 ， 
求证 对 任意 4 个 数 1,a2,… va 
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广 (a) folas) … f(a,) 
So rrr rr rr = 一 站 
fla) flas) fla,) | 
7. 若 f(x) 1fCr)、，、 nn 为 正 整数 , 则 f(x) 的 根 是 零 或 蛙 
位 根 . . : 

8. (fx),p r=1, WC rN zr) "EE (XT)) 
=h(r) ,g(r)) 

9. 设 f(zr),g(z) EPLz) 
则 fCr) |g: Cx) < fr) g(r) 

10. 设 jz) 一 (5z 一 4) (4 一 27z 一 1 
(8zs 一 11z2 十 2)1s87 
试 求 f(z) 所 有 系数 的 和 . 
11. f(x)EQEz), flr)#0 
g(r) EQ ,Ng(r))=n>1, 其 根 为 a,… ,a 
求证 fla)fla) fa)EQ | 

12. 设 f(z)E RCzr), 且 f(x) 无 实数 , 则 f(x) 可 以 分 解 
为 两 个 实数 域 上 多 项 式 的 平方 和 . 

13. 计算 下 列 行 列 式 的 值 


re 


1 一 Po2 
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| 上 一 工 
| 
| 


一 (—1)zrtr—1) (XT—2)° (全 一 天 十 ) 


XT—al 一 CIC2 


— 0 XT—a3 


~\ | |! 


~ 7 ~ 一代 


一 CIC3 生 沉重 — ud, 


—Qds 1 Qod, 


一 Qi Qnr0z ”一 ConGs 工 一 02 | 3， 
TT a a a a a 7 yy 0 9 
b cd d ad yy ar ?3 yy 
padrcd dil; ly vy as y 
dd rc dd | .ss 
2 Ce : ys 
2"—2 2" 1—2 2 一 2 2 
3"—2 ”3 一 :一 3 3—3 6 | 
mw—n ni—n nn nn:—nl, 
OU 1 1i 1 1 工 1 
1 0 zx Tz n—l Tr 2 
1 rT 0 ; n—2 IX 
1 TX T 0 
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和 |( 室 处 为 了 DD 
| ' 
人 


《 - ~ 一 


AW 才 


Ty 1 十 Zi 1 十 y, C1 十 Zi 9 a 
] 十 zy XT»)2 ~"" 十 zy Qazi 机 CQC2 十 
二 


和 上 站 学 下 _ 
而 


1 二 X,Y) 1 二 x,y， 机 之 Q,1 十 工 ; 0 Qn 十 区 


a bb 5C 
14. 设 A 二 lc a 上 52 及 jz) 一 az 十 OZ 十 其 中 cc 
b ¢ a 


EC. 求 证 detA==f(1)f(w)f (lw). 其 中 是 1 的 三 次 六 
` 方 根 . 

15. 设 m,0s，…s a 线性 相关 (k 之 2). 求证 必 存 在 个 不 
全 为 零 的 数 入 ,A,,…, 丸 对 任 一 癌 量 6. 

1 二 1p， ’02 二 Ap ,ee 人 十 和 总 线性 相关 . 

16. 整数 环 上 的 > 阶 方 阵 4， b=—g/p, gy,p 为 互 素 两 整 
数 . 且 2 天 1. 求 证 线性 方程 组 4X 一 8X 只 有 零 解 . 

17. 若 ma,…，a 是 齐 次 线性 方程 组 AX=0 的 一 个 基 
础 解 系 . 向量 使 A8 了 0. 求证 向 量 8 十 wm. 8 十 cz …. B 十 a 线 
a 2 c 
ad ee 1 
y hh 天 
间 ， 4 与 B 是 否 等 价 ?合同 ? 相似 1 


A 
19， M=( > 中 其 中 4 ,BC 为 于 阶 方 陈 . 


求证 :(CL)M 可 逆 寺 > AB 可 道 
(2) 车 M-I 存 在 , 求 Mr 
20. 已 知 


了 . 


€ 
18. 设 A= ， 好 一 | 


d 
a 
了 
? 
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0 1—1 2 
— 求 4 一 
0 0 1 一 ! 求 
0 0.0 |]1 
21. 已 知 
i 1 
1 2 1 
1 2 2 | | 
A= , 求 4 一 
] 2 2 2 1 


122… 2 2 
22.7 阶 方 阵 4,m 为 正 奇数 ， 若 4 一 0 则 E 十 A 非 退 化 ， 
z 并 求 (E 十 A)” 

23. 找 一 个 坐标 变换 X 一 CY， 把 二 次 型 

2 好 一 2zizs 十 5 妈 一 4ziZs 十 47Z3， 
和 对 一 2mzs 十 3 芭 一 4rars 十 2 

同时 分 别 化 简 为 并 十 学 十 六 和 ww 十 wz 胃 十 wsyi, 其 中 
Wi U2 ss ER. : 

B. G z 

24. 设 4 一 (,, ”其 中 B 为 nn 阶 正定 阵 ,G 为 nXm 
阵 , 且 nn 宇 m. 秩 G 一 灵 证 明 4 有 n En 个 负 特 征 
根 ， 

25.nXm 实 阵 A 的 秩 为 mB 为 n 阶 正定 阵 ， 证 明 A'BA 
和 

20. 次 型 f(x, Xs， .,X,)= 2X AX 的 矩阵 4 非 退 
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求证 了 可 用 正 交 变换 化 成 规范 形 的 充 要 条 件 是 4 为 正 
交 阵 . : : 
. 0 t 


27. 4 一 | 为 2 阶 方 阵 , 求 正 交 阵 P 
0 1 … 0 0 
1 0 … 0 0 
使 P' AP 二 DD 为 对 角 阵 . 


28. 设 
: 1 一 2 一 2 
A=| 一 2 。 1. 一 2|， 求 正 交 阵 了 TT 使 T'AT 为 对 角 阵 . 
-2 —2 1 
29. 设 
3 4 一 2 
A=| 4 3 ， 求 正 交 阵 工 使 T'AT 为 对 角 阵 . 
—2 2 6 


30. 证 a,6 分 别 为 4 阶 实 对 称 阵 4 的 最 小 ,最 大 特征 值 
求证 bE 一 A 半 正 定 . 


31. 设 

1 1 3 
A 一 |1 5 1| 求 正 交 阵 了 使 了 47 为 对 角 阵 . 

3 1 1 | | 

32.7 阶 实 对 称 阵 A4,B 的 特征 值 都 是 正 数 ,4 的 特征 向 
量 都 是 B 的 特征 向 量 , 则 4B 正定 ， 


33。 二 次 型 f(X')=X' AX. 对 和 (a ssa). p= (b,, 
及 有， 之 0 f(B8)<0. 求 证 . 存在 两 个 线性 无 关 
的 向 量 ?= (az 与 7 一 (rr 使 7 一 0 一 0 
和 347 


34. 4 阶 方 阵 4 的 最 后 一 个 不 变 因 子 是 n 次 的 , 则 4 的 
车 当 标 准 形 中 ,不 同 若 当 块 的 对 角 线 上 的 元 素 不 同 . 


35. 证 gd 明 可 逆 的 对 称 阵 4 与 其 道 方 阵 合 同 . 
1 x 1 0 0 0 


TT 1 yy 0 1 0 
l] ~ 1 0 0 2 
玉环 信人 =B 

37. 实 二 次 型 f(z1 ,zs，,… ,zx,) 一 X'AX 的 特征 值 为 


36. … 设 答 阵 A= 与 B= 相似 


和 求证 对 任意 实 向 量 X 有 ， 


AX'XZKX XLR'R 
38. 实 二 次 型 fr,* 9 一 AX 


求证 f 在 之 /好 = 1 下 的 最 大 值 恰 为 4 的 最 大 特征 值 . 
39. 证 明 数 域 P 上 迹 为 0 的 阶 方 阵 的 全 体 构成 Pe 的 

线性 子 空间 ， 并 求 此 子 空间 的 维 数 和 一 组 基 . 
40. 设 WW 为 n 维 线性 空间 V 的 非 平凡 子 空间 ， 求证 存在 


“无 穷 多 个 子 空间 5;, 使 V=W@S. 


41. 设 A 二 (aj ,ar 和 …，a) (2 之 2). B=A'A 

(1) 求 B 的 特征 值 . | 

(2) 求 B 相似 于 对 角 阵 的 条 件 , 并 说 明理 由 . 

42. 设 VV 为 n 阶 实 方 阵线 性 空间 ,4 为 阶 对 称 阵 ， 定义 
V 的 线性 变换 pg: VYV XEV， YX) 王 4X 十 XA4. 证 明 存 在 一 
组 基 使 9 在 这 组 基 下 的 方 阵 是 对 角 隆 . 


43. 设 A 二 (a;;). 是 zXz 矩阵 其 中 4 


(1) 求 行列 式 det4 的 值 . 
(2) 设 W={X|1AX== 0} , 求 克 的 维 数 及 克 的 一 组 基 . 
。348 。 
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44. 设 1 维 线性 空间 R* 的 线性 变换 只 在 基 61,… ,és 下 的 - 
矩阵 为 对 角 阵 , 且 对 角 线 元 素 互 不 相同 ,求证 : 

(1)9 的 不 变 子 空间 用 个 . 

(2)W 是 yp 的 不 变 子 空 同 < 全 是 自 1 sl ,cz，… en) 的 
一 个 子 集 生成 


3 一 3 il 
45. 设 4=|1 0 0 
0 1 0 
(1) 求 tr4 
(2) 证 明 4 不 相似 于 对 角 阵 . 


46. 线性 至 站 R*. 线性 变换 9 在 基 E 一 (1 0).e 一 (0. 1) 


下 的 矩阵 为 (。 ， 
《1592 一 丰 
(2) 不 存在 9 一 W; 使 R:=W,W， 
47. 实数 4 二 0 是 4 4 的 特征 值 的 充 要 条 件 是 存在 非 零 向 

量 X 使 A=WV iAX. 这 里 4A 为 4 的 共 轿 阵 . 
48. 复方 阵 4 相似 于 对 角 阵 B 二 diag (A,…, 丸 ) 的 充 要 

条 件 是 对 任意 自然 数 m. 有 : 秩 (WE 一 A)" 一 秩 (%E 一 A) 

49. 任 一 地 阶 方 阵 可 二 为 一 个 纯 量 阵 与 一 个 迹 为 0 的 阵 


)， Wj 一 L(e) 证 明 ， 


之 和 和 .. z 
50. 已" 的 两 组 基 
| 0，1) 六 一 《]， 2 ,一 1) 
| 1, 0); 41% 二 (2， 2, 一 1) 


ce 一 (1，1，1) 71: 一 (2, 一 1， 1 
定义 线性 变换 pg: We 一刀 
| * 349。 


， (1) 写 出 由 基 El + E953 到 7 ?72 » 1s 的 过 渡 阵 . 
(2) 写 出 ?在 基 闷 ,7,7 下 的 矩阵 . 


1 0 2 
51}. 设 A 二 10 一 1 ， f(r)~—x 十 2027 
0 1 0 
37—27x 十 9zr 一 4zz 一 6z 十 117z， 求 
(1)4 的 特征 值 (2)A 的 特征 值 . 
(3)f(A) (4)f(4) 的 特征 值 
52. 在 空间 P” 中 


(1) 求 证 PXI s""" , 大 ，) == (0 ss""" -为 线性 变换 


(2) 求 Ker p 与 In 9 的 维 数 . 
4 0 0 


0 

-1 0 0 0 | 
1 ”2| 的 知 当 标准 形 

0 -1 0 -1| 

0 0 2 一 1 一 2 


本 
54. 在 CX? 中 , 求 线性 变换 4AX=- 人 


“53. 求 


DO OD 
OO 
[5 


0 | . 
1 )X, XEC™) 


1 
的 车 当 标 准 形 . / 
1 ~—3 0 3 
—2 —6 0 13 
55. 设 ”A 二 z | 
设 0 一 3 1 3 
1] 4 0 8 


求 4 的 不 变 因子 ,初等 因子 , 若 当 标准 形 . 
56. 设 M 为 全 体 4 阶 实 对 称 阵 的 集合 . 问 M 分 别 按 等 价 
关系 ,合同 关系 ,相似 关系 各 有 和 多少 类 ,并 写 出 每 一 类 的 
标准 形 . : : 
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57. 设 是 三 维 欧 氏 空间 . R, 是 在 直角 坐标 系 中 绕 X 轴 
逆 时 针 旋转 二 的 变换 ,R, 是 绕 y 轴 顺 时 针 旋 转子 的 变换 . 
(1) 求 变换 R= RR; 的 诞 转轴 及 转角 
(2) 以 旋转 轴 为 一 个 坐标 轴 建 立新 的 直角 坐 系 , 求 新 旧 
坐标 系 的 坐标 变换 公式 . z 
58. 设 V 是 一 个 1 维 欧 氏 空 则 |] Qi 902 """ ,a 为 标准 正 交 
基 , 线 性 变换 p 在 此 基 下 的 矩阵 4= Cap) 
“证明;(g(a;),a;)=a; 
59. 设 V 为 n 维 欧 氏 空 间 ,a,… ,a 为 基底 
证 明 ; 对 于 任意 实数 刀 ,… ,6b. 恰 有 一 个 向 量 BEV. 
使 (BB,a) 二 5b， 2 一 1, 2 
60. 在 已 [z]， 中 定义 肉 积 (7 2) 


— 二 jz)g(z)a(z)， f,g€ PC 站 ， 并 定义 线性 变换 9 
(ej) =7,, ;二 1,2,3,4 其 中 


一 计 十 训 ? 十 训 开 十 吝 


一 1 
;一 了 7 Z 十 te 
1 1 了 1 3 
6 二 一 十 2 了 十 7 I 
1 1 1. 1,; 
et 一 一 了 十 广 工 十 2 Tx 

1 一。 27Z 十 TX 一 2 

72 一 一 一己 十 2 

| 太一 一 2z 一 下 十 刀 

= 1—4z—x° 
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T 


试 求 9 的 核 的 标准 正 交 基 - 
61. 证 明 任 一 非 奇 异 阶 方 阵 4 可 表 为 一 正 交 阵 与 一 上 


”三 角 阵 尺 的 乘积 ,4=QR. 并 对 
。 0 1 0 


1 1 0 
1 0 1 
”62. Wi,W; 为 维 欧 氏 空 间 V 的 两 个 维 子 空间 ， 求 
证 :存在 正 交 变换 Po 使 yW) 二 W， 
63. 在 R 中 求 由 二 (1,2,1,3), os 一 (4, 一 1, 一 5, 一 6) 
=(1,—3,—4,—7) @=(2,1,—1, 0) 生 成 的 子 空 全 世 
的 正 交 补 空 间 的 一 组 基 . 
64. 设 a 表 n 阶 实 方 阵 4 的 第 i 列 ， C=AA', 若 4 的 列 
”两 两 正 交 . 则 |C|= (lo| .|c|… | 
65. 设 A 为 正定 阵 ,a yaz，… as， 有 为 n 维 欧 氏 空 间 R” 的 
列 向 量 . 若 已 知 a 了 关 0G= 二 1,2,…,n),PB 与 ai,as,"…,a, 都 正 
EK,H a 4ai 一 0， 1 天 小 求证 :8 二 0 
66. 证 明 西 空间 的 线性 变换 p 是 规范 变换 的 充分 必要 条 
件 是 9" 一 类 ， 其 中 是 自 共 锯 变换 ， r 是 酉 变换 , 且 彼 此 可 以 


A= 算出 相应 凡 的 QQ 和 R. 


67. 已 知 西 空间 的 线性 变换 ?可 唯一 _ 的 分 解 为 
9 一 9 十 9%, 其 中 9 是 自 共 恩 变换 . 是 反目 共 斩 变 换 , 证 明 9 
是 规范 的 充分 必要 条 件 是 2 一 P9 

68. 证 明 : 本 空间 的 线性 变换 是 规范 的 充分 必要 条 件 是 
?的 每 一 特征 向 量 也 是 y' 的 特征 向 量 . z 

69. 证 明 两 个 正规 阵 西 相似 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 特 
征 多 项 式 相 等 . 
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70. 设 A 是 正规 阵 , 则 Ker A 一 Ker A'， 
Im(4) 一 Im(4) 
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高 等 代数 分 析 与 研究 


各 { 
Si | 扣 放 EE 
£9 BB ,6.， 
Q= (aT Jel Te | Q=( pp 
a+B=atp, a+B= afp 
看 成 的 多 项 式 ,有 无 限 : | 看 成 任 给 和 后 :的 多 项 式 ， 
{使 上 式 成 立 , 因 而 它 必 是 零 | 有 无 跟 个 上 使 上 式 成 立 ， 
多 项 式 ， | 因而 它 必 是 得 等 多 项 式 ， 
4 一 0， A&=0, 
9 和 
人 .1 | 
A 1 | 4 
f 0 0 1 
| J .C0) J.(0)= 9 1 
1 
1 0 | 0 
7 | pb 
同一 内 积 空间 冶 一 线性 空 
(6) : (6) 设 s ,20,… ,en 为 基底 


T' 是 正 线 三 角 运 阵 . 也是 正 线 下 三 角 和 矩阵 . 


play ) = Aiai ， 
(Qr-'4Q) = Q- 


|nformatlonI 


QU | 1 串口 
中 品 呈 口 V DO 口 
LIDIDIJn DO 


